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សម្គា ល ់
 
𝑥 ∈  𝑎; 𝑏  មាននយ័ថា  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 
𝑥 ∈  𝑎; 𝑏  មាននយ័ថា  𝑎 < 𝑥 < 𝑏 
𝑥 ∈  𝑎; 𝑏  មាននយ័ថា  𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏 
 𝑛
𝑚
 = 𝐶𝑛

𝑚 =
𝑛 !

𝑚 ! 𝑛−𝑚 !
  

ℕ សំណំុចំននួគត់ធម្មជាត ិដែលមានទំងលលខសូនយ ℕ = {0;  1; 2; 3; … } 
ℕ∗ សំណំុចំននួគត់ធម្មជាតមិិ្នសូនយ   ℕ∗ = {1; 2; 3; … } 
ℤ សំណំុចំននួគត់       ℤ = {… ; −3; −2; −1; 0; 1; 2; 3; … } 
ℤ∗ សំណំុចំននួគត់មិ្នសូនយ      ℤ∗ = {… ; −3; −2; −1; 1; 2; 3; … } 
ℤ+ សំណំុចំននួគត់វជិ្ជមានរសឺូនយ   ℤ+ = {0; 1; 2; 3; … } 
ℝ  សំណំុចំននួពតិ 
ℝ+  សំណំុចំននួពតិមិ្នអវជិ្ជមាន  ℝ+ =  𝑥 𝑥 ≥ 0  
 
សញ្ញបូក 

 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  

 𝑥𝑖𝑥𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

= 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + ⋯ + 𝑥1𝑥𝑛 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + ⋯ + 𝑥2𝑥𝑛 + ⋯ + 𝑥𝑛−1𝑥𝑛  

 𝑥𝑖𝑥𝑗

1≤𝑖<𝑗≤5

= 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥1𝑥5 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥2𝑥5 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥3𝑥5 + 𝑥4𝑥5 

 
𝑥𝑖

𝑥𝑖 + 𝑥𝑗
1≤𝑖<𝑗≤3

=
𝑥1

𝑥1 + 𝑥2
+

𝑥1

𝑥1 + 𝑥3
+

𝑥2

𝑥2 + 𝑥3
 

 𝑥𝑖𝑥𝑗

1≤𝑖≠𝑗≤3

= 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥1 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1 + 𝑥3𝑥2 = 2 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3  
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និយមន័យ: ផលបូកស ៊ីមមទ្រ៊ី និង ស ៊ីគ្លិច 

តាង 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧  ជាអនគុម្នម៍ានបីអលថរ 𝑥, 𝑦, 𝑧។ តាង 
 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 

cyclic

= 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝑃 𝑦, 𝑧, 𝑥 + 𝑃 𝑧, 𝑥, 𝑦  

 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 

sym

= 𝑃 𝑥, 𝑦, 𝑧 + 𝑃 𝑥, 𝑧, 𝑦 + 𝑃 𝑦, 𝑥, 𝑧  

+𝑃 𝑦, 𝑧, 𝑥 + 𝑃 𝑧, 𝑥, 𝑦 + 𝑃 𝑧, 𝑦, 𝑥  
  

ឧទាហរណ៍ 
  

 𝑥3𝑦

cyclic

=  𝑥3𝑦

cyclic

z0 = 𝑥3𝑦𝑧0 + 𝑦3𝑧𝑥0 + 𝑧3𝑥𝑦0
 

= 𝑥3𝑦 + 𝑦3𝑧 + 𝑧3𝑥  

 𝑥3

sym

=  𝑥3𝑦0𝑧0

sym

= 𝑥3𝑦0𝑧0 + 𝑥3𝑧0𝑦0 + 𝑦3𝑥0𝑧0 + 𝑦3𝑧0𝑥0 + 𝑧3𝑥0𝑦0 + 𝑧3𝑦0𝑥0 

= 2 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3  

 𝑥3𝑦2𝑧

sym

= 𝑥3𝑦2𝑧 + 𝑥3𝑧2𝑦 + 𝑦3𝑥2𝑧 + 𝑦3𝑧2𝑥 + 𝑧3𝑥2𝑦 + 𝑧3𝑦2𝑥 

 𝑥2𝑦

sym

=  𝑥2𝑦1𝑧0

sym

= 𝑥2𝑦1𝑧0 + 𝑥2𝑧1𝑦0 + 𝑦2𝑥1𝑧0 + 𝑦2𝑧1𝑥0 + 𝑧2𝑥1𝑦0 + 𝑧2𝑦1𝑥0 

= 𝑥2𝑦 + 𝑥2𝑧 + 𝑦2𝑥 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦 

 𝑥𝑦𝑧

sym

= 𝑥𝑦𝑧 + 𝑥𝑧𝑦 + 𝑦𝑥𝑧 + 𝑦𝑧𝑥 + 𝑧𝑥𝑦 + 𝑧𝑦𝑥 = 6𝑥𝑦𝑧 

  

 
កមនសោមមួយមានលកខណៈឆលលុះ រ ឺស ៊ីមមទ្រ៊ី 

កលនោម្មួ្យ មានលកខណៈសុលីម្រទី លបើលយើងឆ្លល ស់អញ្ញា តណាមួ្យនងឹអញ្ញា តណាមួ្យលផេងលទៀត 
កលនោម្ល ោះលៅែដែល។ ឧទហរណ៍ 𝑃 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧,  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ មានលកខណៈសុលីម្រទីលធៀបនងឹ 
𝑥, 𝑦, 𝑧 លោយសារលបើលយើងជំ្នសួ 𝑥 លោយ 𝑦 នងិ 𝑦 លោយ 𝑥 វញិ វាលៅែដែល។ លបើលយើងជំ្នសួ 𝑥 
លោយ 𝑧 នងិ 𝑧 លោយ 𝑥 វញិ វាលៅែដែល។ លបើលយើងជំ្នសួ 𝑦 លោយ 𝑧 នងិ 𝑧 លោយ 𝑦 វញិ វាលៅ
ែដែល។ 



iii 
 

ពហុធា 𝑃 = 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧 មិ្នមានលកខណៈសុលីម្រទីលទ លររោះ លបើលយើងជំ្នសួ 𝑧 លោយ 𝑥 នងិ 𝑥 
លោយ 𝑧 លយើងទញបាន 𝑃′ = 𝑧3 + 𝑦3 + 𝑥 ≠ 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧 ។ 
ចំលរោះកលនោម្សុលីម្រទី លយើងអាចសនមតថា 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 រ ឺ𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 បាន លបើលទោះជាលគមិ្នរបាប់
ដបបលនោះកល៏ោយ រមួឺ្យជាទូលៅ 𝑥, 𝑦, 𝑧 មិ្នចំបាច់លផទៀងផ្ទទ ត់លកខខណឌ ដបបលនោះកល៏ោយ លលើកដលងដត
មានសម្មតកិម្មម្ករសាប់លផេងពលីនោះ។ លហតុអវ ីកល៏យើងអាចសនមតបានដបបលនោះ?។ លររោះ 𝑥 អាចលែើរតួ
ជំ្នសូ 𝑦, 𝑧 បាន 𝑦 អាចលែើរតួជំ្នសូ 𝑥, 𝑧 បាន នងិ 𝑧 អាចលែើរតួជំ្នសូ 𝑥, 𝑦 បាន។ លបើមានមួ្យកនុងចំននួ
ទំងបីធជំាងលគ លយើងតាងវាលោយ 𝑥1 ចំននួធបំ ទ ប់លោយ 𝑦1 នងិតូចជាងលគលោយ 𝑧1 ។ ែលូចនោះ 
𝑥1 ≥ 𝑦1 ≥ 𝑧1 ។ ែលូចនោះកលនោម្សុលីម្រទី ែចូជា 𝑃 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥1 + 𝑦1 + 𝑧1 ។ ែលូចនោះកលនោម្ 𝑃 
លៅដតែដែលរាន់ដតដថម្សនទសេន ៍1 ពលីរោម្ដតប ុលណាណ ោះ។  
 
 
អន គ្មន៍ផត-អន គ្មន៍ម ៉ោ ង 

 
អនគុម្នមួ៍្យផតចល ល ោះចំណុច 𝐴 នងិ 𝐵 លបើ ដខេលោងអនគុម្នល៍ ោះឋតិលៅលរោម្ប ទ ត់ភ្ជជ ប់រគប់
ចំណុចទំងអស់ឋតិលៅចល ល ោះ 𝐴 នងិ 𝐵 ។ វាលបា ងលបើវាលៅខាងលលើ។ 
* អនគុម្ន ៍𝑓 មួ្យ ដែលកណំត់លលើ 𝐼 ∈ ℝ លៅថា ផត លបើ ចំលរោះរគប់ 𝜆 ∈  0; 1  នងិ រគប់ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 
លគមាន 

𝑓 𝜆𝑥 +  1 − 𝜆 𝑦 ≤ 𝜆𝑓 𝑥 +  1 − 𝜆 𝑓 𝑦  
* អនគុម្នមួ៍្យផតលលើ  𝑎, 𝑏  លបើ 𝑓 ′ ′ 𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈  𝑎, 𝑏   
* លបើ 𝑓 ផតចល ល ោះ 𝐴, 𝐵 ល ោះ តម្ម្លធបំំផុតរបស់ 𝑓 លបើមិ្នលៅរតង់ 𝐴 គលឺៅរតង់ 𝐵 : 𝑓𝑚𝑎𝑥 =

max 𝑓𝐴 , 𝑓𝐵  
* លបើ 𝑓 លបា ងចល ល ោះ 𝐴, 𝐵 ល ោះ តម្ម្លតចូបំផុតរបស់ 𝑓 លបើមិ្នលៅរតង់ 𝐴 គលឺៅរតង់ 𝐵 : 𝑓𝑚𝑖𝑛 =

min 𝑓𝐴 , 𝑓𝐵  
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𝐴 

𝐵 

𝐴 

𝐵 

អនគុម្នផ៍តចល ល ោះ 𝐴𝐵 អនគុម្នល៍បា ងចល ល ោះ 𝐴𝐵 

𝐴 

𝐵 

𝐶 𝐷 

អនគុម្នផ៍តចល ល ោះ 𝐴𝐶; អនគុម្នល៍បា ងចល ល ោះ 𝐶𝐷; 
ផតចល ល ោះ 𝐷𝐵 
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𝐴 

𝐵 

𝑥 𝑦 
𝜆𝑥 +  1 − 𝜆 𝑦 

𝜆𝑓 𝑥 +  1 − 𝜆 𝑓 𝑦  

𝑓 𝜆𝑥 +  1 − 𝜆 𝑦  
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១. អនគុមន៍ងាយ 

 គណ្នា 

1. គណនា 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 ដោយដងឹថា 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 នងិ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1 ។ 
គណនា 
2.  𝑆𝑛 = 1 + 3 + 6 + ⋯ +

𝑛 𝑛 + 1 

2
, 𝑛 ∈ ℕ 

3.  𝑆𝑛 = 13 + 23 + 33 + ⋯ + 𝑛3, 𝑛 ∈ ℕ 
4. តាង 𝑆 =  2 + 1  22 + 1  24 + 1 …  21024 + 1 + 1 ។ ចូរគណនា 𝑆1/1024  ។ 
5. (កាណាដា ១៩៦៩) 

គណនា 1.1! + 2.2! + 3.3! + ⋯ +  𝑛 − 1 .  𝑛 − 1 ! + 𝑛. 𝑛!   
ដដល 𝑛! = 𝑛.  𝑛 − 1 … 3.2.1 ។ 

6. គណនា 

𝑆 =
1

1! 1999!
+

1

3! 1997!
+ ⋯ +

1

1997! 3!
+

1

1999! 1!
 

7. ដគដោយចំននួពតិ 𝑢, 𝑣, 𝑠, 𝑡 ដផទៀងផ្ទទ ត់លក្ខខណឌ  
𝑢 + 𝑣 + 𝑠 + 𝑡 = 𝑢7 + 𝑣7 + 𝑠7 + 𝑡7 = 0 

ចូរគណនា  𝑃 = 𝑡 𝑡 + 𝑢  𝑡 + 𝑣  𝑡 + 𝑠  

 សមភាព 

ចូរបង្ហា ញថា 

8.  12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛 𝑛 + 1  2𝑛 + 1 

6
, 𝑛 ∈  ℕ 

9.  1

2
+

2

22
+

3

23
+ ⋯ +

𝑛

2𝑛
= 2 −

𝑛 + 2

2𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ 

10. ចូរបង្ហា ញថា ដបើ n ជាចំននួគត់ធម្មជាត ិដនាោះ 



2 ១. អនគុមន៍ងាយ | លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ 

 

1.2 + 2.5 + ⋯ + 𝑛 3𝑛 − 1 = 𝑛2(𝑛 + 1) 
11. ចូរបង្ហា ញថា ដបើ n ជាចំននួគត់ធម្មជាត ិដនាោះ 

12 + 32 + 52 + ⋯ +  2𝑛 − 1 2 =
𝑛 4𝑛2 − 1 

3
 

12. តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាចំននួពតិ ខុសព ី−1 នងិ 1 ដដល 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎

1 − 𝑎2
+

𝑏

1 − 𝑏2
+

𝑐

1 − 𝑐2
=

4𝑎𝑏𝑐

 1 − 𝑎2  1 − 𝑏2  1 − 𝑐2 
 

13. (កាណាដា ១៩៦៩) 
ចូរបង្ហា ញថា ដបើ 𝑎1/𝑏1  = 𝑎2/𝑏2  = 𝑎3/𝑏3  នងិ 𝑝1; 𝑝2; 𝑝3 មិ្នសនូយទំងអស់រពម្គ្នន  
ដនាោះ 

 
𝑎1

𝑏1
 

𝑛

=
𝑝1𝑎1

𝑛 + 𝑝2𝑎2
𝑛 + 𝑝3𝑎3

𝑛

𝑝1𝑏1
𝑛 + 𝑝2𝑏2

𝑛 + 𝑝3𝑏3
𝑛  

ចំដ ោះរគប់ចំននួគត់វជិជមាន 𝑛 ។ 

 សមីការ 

ដោោះរាយសមី្ការ 
14.  𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 
15.  𝑥3 − 𝑥2 − 8𝑥 + 12 = 0 
16. 𝑥3 − 9𝑥2 + 27𝑥 − 27 = 0 
17. 𝑥3 + 𝑥2 − 3 = 0 
18. 6𝑥3 + 7𝑥2 − 1 = 0 
19. 2𝑥3 + 𝑥2 + 5𝑥 − 3 = 0 
20. 2𝑥4 − 5𝑥2 + 2 = 0 
21. 𝑥4 − 2𝑥2 − 3 = 0 
22.  𝑥 − 1 4 +  𝑥 + 1 4 = 16 
23.  2𝑥 − 3 4 +  2𝑥 − 5 4 = 2 
24. 1

2𝑥2 − 𝑥 + 1
+

3

2𝑥2 − 𝑥 + 3
=

10

2𝑥2 − 𝑥 + 7
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25.  𝑥 − 𝑎 𝑥 𝑥 + 𝑎  𝑥 + 2𝑎 = 3𝑎4 
26.  6𝑥 + 5 2 3𝑥 + 2  𝑥 + 1 = 35 
27. 𝑥2 +

4

𝑥2
− 8  𝑥 −

2

𝑥
 − 4 = 0 

28. 4𝑥4 + 6𝑥3 − 10𝑥2 − 9𝑥 + 9 = 0 
29.  𝑥 + 1 5

𝑥5 + 1
=

81

11
 

30.  𝑥2 − 6𝑥 − 9 2 = 𝑥3 − 4𝑥2 − 9𝑥 
31. 𝑥2 +

25𝑥2

 𝑥 + 5 2
= 11 

32.  𝑥2 − 16  𝑥 − 3 2 + 9𝑥2 = 0  
33. 𝑥4 + 4𝑥 − 1 = 0 
34. 𝑥4 − 4𝑥3 − 1 = 0 
35. 𝑥4 − 2𝑥2 − 400𝑥 = 9999 
36.  𝑥3 − 2𝑥 −  𝑥2 + 2 𝑎 − 2𝑎2𝑥 = 0 
37.  𝑥2 − 𝑎 2 − 6𝑥2 + 4𝑥 + 2𝑎 = 0 
38.  ដោោះរាយសមី្ការ 𝑥4 − 4𝑥3 − 10𝑥2 + 37𝑥 − 14 = 0 ដោយដងឹថាអងគខាងដឆវងោច
ោក់្ជាផលគុណដដលមានដម្គុណជាចំននួគត់បាន។ 
39. សមី្ការ 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 ដដល 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាចំននួគត់ មានរសឺសនទិនមួ្យ តាង
ដោយ 𝑥1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 𝑥1 ជាចំននួគត់ នងិថា 𝑐 ដចក្ោច់នងឹ 𝑥1 ។ 
40. សមី្ការ 𝑥4 + 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0 ដដល 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ជាចំននួគត់ មានរសឺសនទិនមួ្យ 
តាងដោយ 𝑥1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 𝑥1 ជាចំននួគត់ នងិថា 𝑑 ដចក្ោច់នងឹ 𝑥1 ។ 
41. សនមតថា 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ជារសឺននសមី្ការ 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0, 𝑎 ≠ 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −𝑏 𝑎 , 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1 = 𝑐 𝑎 , 𝑥1𝑥2𝑥3 = − 𝑑 𝑎   ។ 
42. ដគដោយសមី្ការ 𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 ។ ចូរគណនាផលបូក្កាដរននរសឺរបស់វា។ 
43*. ដោោះរាយសមី្ការ 𝑥3 + 3𝑥 − 3 = 0 ។ 
ចូររក្រសឺសនទិនននសមី្ការ 
44.  𝑥4 + 2𝑥3 − 16𝑥2 − 2𝑥 + 15 = 0 
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45.  𝑥4 − 7𝑥3 + 5𝑥2 + 4𝑥 + 12 = 0 
46. 𝑥4 + 𝑥3 − 5𝑥 − 5 = 0 
47. 𝑥4 + 𝑥3 − 1 = 0 
48. 6𝑥4 − 𝑥3 + 5𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 
ដោោះរាយសមី្ការ 
49.  𝑥 + 10 +  𝑥 − 2 = 6 
50.  𝑥 −  𝑥 + 3 = 1 
51.  15 − 𝑥 +  3 − 𝑥 = 6 

52.  
20 + 𝑥

𝑥
+  

20 − 𝑥

𝑥
=  6  

53.   𝑥 + 1 −   𝑥 = 𝑎 
54.  𝑥2 + 5𝑥 + 3 −  𝑥2 + 5𝑥 − 2 = 1 
55.  2𝑥 + 3 −  𝑥 + 1 = 1 
56.  2𝑥 + 3 +  𝑥 + 1 = 5 
57.  2𝑥 − 3 +  4𝑥 + 1 = 4 
58.  𝑥 + 4 +  2𝑥 + 6 = 7 
59.  2𝑥 − 4 −  𝑥 + 5 = 1 
60.  5𝑥 + 7 −  2𝑥 + 3 =  3𝑥 + 4 
61.  𝑥2 + 𝑥 + 4 +  𝑥2 + 𝑥 + 1 =  2𝑥2 + 2𝑥 + 9 
62.  𝑥2 − 9𝑥 + 24 −  6𝑥2 − 59𝑥 + 149 =  5 − 𝑥  
63. 𝑥 + 12 𝑥 − 64 = 0 
64. 𝑥 − 4

 𝑥 + 2
= 𝑥 − 8 

65.  𝑥 − 3 2 + 3𝑥 − 22 =  𝑥2 − 3𝑥 + 7 
66. 2𝑥2 + 3𝑥 − 5 2𝑥2 + 3𝑥 + 9 + 3 = 0 
67. 𝑥 𝑥2 + 15 − 2 =  𝑥  𝑥2 + 15

4  
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68.  
𝑥 + 1

𝑥 − 1
−  

𝑥 − 1

𝑥 + 1
=

3

2
 

69.  
𝑥 + 𝑎

𝑥 − 𝑎
+ 2 

𝑥 − 𝑎

𝑥 + 𝑎
= 3 

70.  2 − 𝑥 +
4

 2 − 𝑥 + 3
= 2 

71. 4𝑥2 + 12𝑥 1 + 𝑥 = 27 1 + 𝑥  
72.  7 − 𝑥 +  𝑥 − 3 = 𝑎 
73*.  𝑥 − 2

4
+  4 − 𝑥

4
= 2 

74.  𝑥2 + 𝑎𝑥 − 2𝑎 = 𝑥 + 1 
75.  2𝑥 − 1 − 𝑥 + 𝑎 = 0 

76.  𝑎2 − 𝑥 𝑥2 + 𝑎2 = 𝑎 − 𝑥 
77.  𝑥 −  𝑥 − 𝑎 = 𝑎 

78.  𝑥 +  𝑎2 + 2𝑎 − 3 +  𝑥 + 𝑎 +  2 − 2𝑎 + 2𝑎2 − 𝑎3 = 𝑎 1 − 𝑥 
79.  𝑥 − 1 2 +  𝑦 + 5 2 = 0 
80. 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 + 10 = 0 
81.  𝑥 + 𝑦 − 𝑎 2 +  𝑦 − 1 2 +  𝑥 + 3 2 = 0 

82*. (ទរួគី ១៩៩៨)  
តាង  𝑎𝑛  ជាសវវតីននចំននួពតិ ក្នំត់ដោយ 𝑎1 = 𝑡 នងិ 𝑎𝑛+1 = 4𝑎𝑛 1 − 𝑎𝑛  ចំដ ោះរគប់ 

 𝑛 ≥ 1 ។ ដតើតនំលរបស់ 𝑡 ខុសៗគ្នន ចំននួប ុនាម ន ដដល 𝑎1998 = 0 ? 
83*.  ២០០១  

ចូរក្នំត់រគប់រតធីាតុននចំននួពតិ  𝑎, 𝑏, 𝑐  ដដល 
   𝑎2 − 2𝑏2 = 1, 2𝑏2 − 3𝑐2 = 1  នងិ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 1 

84*. (អន្តរជាតិ ១៩៦៣)  
ដោោះរាយសមី្ការ  𝑥2 − 𝑝 +  2 𝑥2 − 1 = 𝑥 ដដល 𝑝 ជាបា រ ដម្ រតនងិជាចំននួពតិ។ 
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85*. (អន្តរជាតឡិងលីស ១៩៦៧)  
ដគដោយសមី្ការ 

𝑥5 + 5𝜆𝑥4 − 𝑥3 +  𝜆𝛼 − 4 𝑥2 −  8𝜆 + 3 𝑥 + 𝜆𝛼 − 2 = 0 
ក្) ចូរក្នំត់ 𝛼 ដដើម្បីដោយសមី្ការមានរសឺដដលមិ្នោស្សយ័នងឹ 𝜆 ដតមួ្យគត់។ 
ខ) ចូរក្នំត់ 𝛼 ដដើម្បីដោយសមី្ការមានរសឺដដលមិ្នោស្សយ័នងឹ 𝜆 ដតពរីគត់។ 

86*. (អន្តរជាតិ ១៩៥៩)  
ចូរដោោះរាយសមី្ការខាងដរកាម្ 

ក្)  𝑥 +  2𝑥 − 1 +  𝑥 −  2𝑥 − 1 =  2 
ខ)  𝑥 +  2𝑥 − 1 +  𝑥 −  2𝑥 − 1 = 1 
គ)  𝑥 +  2𝑥 − 1 +  𝑥 −  2𝑥 − 1 = 2 
87*. ដោោះរាយសមី្ការ 

 𝑥 + 3 − 4 𝑥 − 1 +  𝑥 + 8 − 6 𝑥 − 1 = 1 
88*. ដោោះរាយសមី្ការ 

 𝑥 + 2 𝑥 + 2 𝑥 + ⋯ + 2 𝑥 + 2 3𝑥 = 𝑥 

(មានរ ឌកីាល់ចំននួ 𝑛 ដង) 
89. ដោោះរាយសមី្ការ 

 𝑥 − 3 − 2 𝑥 − 4 +  𝑥 − 4 𝑥 − 4 = 𝑎,   
90. ដោោះរាយសមី្ការ  𝑎 − 𝑥 5 +  𝑥 − 𝑏 5 =  𝑎 − 𝑏 5;   𝑎 ≠ 𝑏  ។ 
91. ដោោះរាយសមី្ការខាងដរកាម្ចំដ ោះ 𝑥 ≥ −1 

2𝑥2 + 4𝑥 =  
𝑥 + 3

2
 

92. ដគដោយសមី្ការ 𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 𝑚 𝑥4 + 𝑥2 + 1   (*) ដដលក្នវងដនាោះ 𝑚 ជាបា រ ដម្ រត 
នងិ 𝑥 ជាអញ្ញា ត។ 
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ក្) ដោោះរាយសមី្ការក្រណី 𝑚 = −
 3

3
 ។ 

ខ) ចូរក្នំត់តនំល 𝑚 ដដើម្បីដោយ សមី្ការ(*) មានរសឺចំននួមួ្យ។ 
93. ដោោះរាយសមី្ការ 

 7𝑥 + 1
3

−  𝑥2 − 𝑥 − 8
3

+  𝑥2 − 8𝑥 − 1
3

= 2 
94. ដោោះរាយសមី្ការ 

 1 + 𝑥3

𝑥2 + 2
=

2

5
 

 ត្រព័នធសមីការ 

ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 
95.  

𝑥2 − 𝑥𝑦 + 3𝑦2 + 2𝑥 − 5𝑦 − 4 = 0
𝑥 + 2𝑦 = 4

  
96.  

2𝑥𝑦 − 𝑦2 + 5𝑥 + 20 = 0
3𝑥 + 2𝑦 − 3 = 0

  
97.  

𝑥2 − 4𝑦2 = 200
𝑥 + 2𝑦 = 100

  
98.  

𝑥2 + 9𝑦2 + 6𝑥𝑦 − 6𝑥 − 18𝑦 − 40 = 0
𝑥 + 30 = 2𝑦

  
99.  

𝑥 + 𝑦 = 5
𝑥𝑦 = 6

  100.  
𝑥 − 𝑦 = 5
𝑥𝑦 = −4

  
101.  

𝑥2 + 𝑦2 = 10
𝑥 + 𝑦 = 4

  102.  
𝑥4 + 𝑦4 = 17
𝑥 + 𝑦 = 3

  
103. 

 
 

 
1

𝑥2
+

1

𝑦2
= 13

1

𝑥
−

1

𝑦
= 1

  
104.  

𝑥3 + 𝑦3 = 7
𝑥 + 𝑦 = 1

  

105.  
𝑥5 + 𝑦5 = 275
𝑥 + 𝑦 = 5

  106.  
𝑥3 − 𝑦3 = 63
𝑥𝑦 = 4

  
107.  

𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦 = −11

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 13
  

108.  
𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 = 30
𝑥 + 𝑥𝑦 − 𝑦 = 13

  
109.  

 𝑥 + 0,2 2 +  𝑦 + 0,3 2 = 1
𝑥 + 𝑦 = 0,9
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110. 

 
 
 

 
 𝑥 + 𝑦 +

𝑥

𝑦
=

1

2
 𝑥 + 𝑦 𝑥

𝑦
= −

1

2

  

111.  
𝑥3𝑦 + 𝑥3𝑦2 + 2𝑥2𝑦2 + 𝑥2𝑦3 + 𝑥𝑦3 = 30

𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦2 = 11
  

112.  
2𝑥2 + 𝑥𝑦 − 45𝑦2 = 0

2𝑥 + 9𝑦2 = 4
       

113.  
𝑥2 − 5𝑥𝑦 = 16

2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 3
  

114. 
 

2𝑥2 + 𝑦2 + 3𝑥𝑦 = 12

 𝑥 + 𝑦 2 −
1

2
𝑦2 = 7

  

115.  
𝑥3 + 𝑥𝑦2 = 10

𝑥2𝑦 − 𝑦3 = −3
  

116.  
10𝑥2 + 5𝑦2 − 2𝑥𝑦 − 38𝑥 − 6𝑦 + 41 = 0

3𝑥2 − 2𝑦2 + 5𝑥𝑦 − 17𝑥 − 6𝑦 + 20 = 0
  

117.  
𝑦2 𝑥2 − 3 + 𝑥𝑦 + 1 = 0

𝑦2 3𝑥2 − 6 + 𝑥𝑦 + 2 = 0
  

118. 
 

𝑥

𝑦
 𝑥 + 𝑦 − 2 =

2

3
𝑦

𝑥
 𝑥 + 𝑦 − 1 = 9

  
119. 

 
 

 
2

𝑥
+

𝑦

3
= 3

𝑥

2
+

3

𝑦
=

3

2

  

120.  
𝑦2 −  𝑥𝑦 + 2 = 0

8 − 𝑥2 =  𝑥 + 2𝑦 2
  121.  

 𝑥𝑦 − 2 = 6 − 𝑥2

2 + 3𝑦2 = 2𝑥𝑦
  

122. 
 

𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 5
3𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 = 1

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 6

  
123. 

 
2𝑢 + 𝑣 + 𝑤 = 6
3𝑢 + 2𝑣 + 𝑤 = 9
3𝑢3 + 2𝑣3 + 𝑤3 = 27

  

124. 
 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2
𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = −5

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 12

  
125. 

 
𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 = 7
𝑦𝑧 + 𝑦 + 𝑧 = −3
𝑥𝑧 + 𝑥 + 𝑧 = −5

  

126. 
 

𝑥2 − 𝑦𝑧 = 14

𝑦2 − 𝑥𝑧 = 28

𝑧2 − 𝑥𝑦 = −14

  
127. 

 
𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 3

𝑦2 + 𝑦𝑧 + 𝑧2 = 7

𝑧2 + 𝑧𝑥 + 𝑥2 = 19
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128. 
 

𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 = 8
𝑦𝑧 + 𝑥𝑦 = 9
𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 = −7

  
129. 

 
 
 

 
 

5𝑥𝑦

𝑥 + 𝑦
= 1

7𝑦𝑧

𝑦 + 𝑧
= 1

6𝑥𝑧 = 𝑥 + 𝑧

  

130. 
 

4𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑧2 = −3

4𝑥𝑧 + 𝑥2 + 2𝑧2 = 1
8𝑦𝑧 + 𝑦2 + 2𝑧2 = 1

  
131. 

 
𝑦3 = 9𝑥2 − 27𝑥 + 27 

𝑧3 = 9𝑦2 − 27𝑦 + 27

𝑥3 = 9𝑧2 − 27𝑧 + 27

  

132. 

 
 
 

 
 

7

 𝑥 − 7 
−

4

 𝑦 + 6 
=

5

3

5

 𝑥 − 7 
+

3

 𝑦 + 6 
=

13

6

  

133. 

 
 
 

 
 

4

 𝑥 + 𝑦 −  𝑥 − 𝑦
−

1

 𝑥 − 𝑦4 −  𝑥 + 𝑦4
= 1

2

 𝑥 + 𝑦 −  𝑥 − 𝑦
+

4

 𝑥 − 𝑦4 −  𝑥 + 𝑦4
=

9

4

  

134. 
 

 
𝑥 + 𝑦

2𝑥 − 1
+ 4 

2𝑥 − 1

𝑥 + 𝑦
= 5

𝑥 = 𝑦 + 1

  

135. 
 

 
𝑥 − 𝑦

𝑥 + 𝑦
+  

𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
=

10

3

𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 = 2

  

136. 
 

𝑥 + 𝑦 +  
𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
=

12

𝑥 − 𝑦

𝑥𝑦 = 15

  

137. 
 
𝑦 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎𝑦 − 3 = 0

𝑥 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥
  

138.  
𝑥 + 𝑦 = 2

𝑥𝑦 − 𝑧2 = 1
  

 
139. ចូរក្នំត់តនំល 𝑎 ដដើម្បីដោយរបពន័ធសមី្ការខាងដរកាម្មានរសឺដតមួ្យគត់ 
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 𝑦 =

1

 𝑥
𝑦 = 𝑎𝑥 + 1

      

140*. ដគដោយរបពន័ធសមី្ការ 

 

2

3
𝑥 +

4

5
𝑦 +

5

6
𝑧 = 61

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 79

  

ក្) ចូរគណនាផលបូក្ 2
5
𝑦 +

𝑧

2
 ;  ខ) ក្នវងចំដនាម្រសឺជាចំននួគត់ធម្មជាតទំិងអស់របស់របពន័ធ ចូរក្នំត់

រសឺដដលមានតនំល 𝑥 ធបំំផុត។ 
 
141*. (អន្តរជាតិ ១៩៦១)  

ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑎

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑏2

𝑥𝑦 = 𝑧2

  

ដដល 𝑎 នងិ 𝑏 ជាចំននួពតិដដលដគដោយ។ ចូរក្នំត់លក្ខខណឌ ដលើ 𝑎 នងិ 𝑏 ដដើម្បីដោយ
ចំដលើយវជិជមាននងិមានតនំលខុសគ្នន ។ 

142*.  (អន្តរជាតិ ១៩៦៣) 
ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
 
 

 
 

𝑥5 + 𝑥2 = 𝑦𝑥1

𝑥1 + 𝑥3 = 𝑦𝑥2

𝑥2 + 𝑥4 = 𝑦𝑥3

𝑥3 + 𝑥5 = 𝑦𝑥4

𝑥4 + 𝑥1 = 𝑦𝑥5

  

ដដលបា រ ដម្ រត 𝒚 ជាចំននួពតិ។ 

143*.  (អន្តរជាតិ ១៩៦៥)  
ដគដោយរបពន័ធសមី្ការ 

 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 = 0
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 = 0

  

ដដលមានដម្គុណដផទៀងផ្ទទ ត់លក្ខខណឌ ខាងដរកាម្ 
ក្) 𝑎11 , 𝑎22 , 𝑎33 ជាចំននួពតិវជិជមាន 
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ខ) ដម្គុណដផេងដទៀតអវជិជមានទំងអស់ 
គ) សមី្ការនមួិ្យៗមានផលបូក្ដម្គុណវជិជមាន។ 
ចូរបង្ហា ញថា 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0 ជាចំដលើយដតមួ្យគត់របស់របពន័ធ។ 

144*.  (អន្តរជាតិ ១៩៦៥)  
ចូរក្នំត់ចំននួពតិ 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , 𝑥4 ដដល 

 

𝑥1 + 𝑥2𝑥3𝑥4 = 2
𝑥2 + 𝑥1𝑥3𝑥4 = 2
𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥4 = 2
𝑥4 + 𝑥1𝑥2𝑥3 = 2

    

 
145*.  (អន្តរជាតិ ១៩៦៦)  

ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
 

 
 𝑎1 − 𝑎2 𝑥2 +  𝑎1 − 𝑎3 𝑥3 +  𝑎1 − 𝑎4 𝑥4 = 1
 𝑎2 − 𝑎1 𝑥1 +  𝑎2 − 𝑎3 𝑥3 +  𝑎2 − 𝑎4 𝑥4 = 1
 𝑎3 − 𝑎1 𝑥1 +  𝑎3 − 𝑎2 𝑥3 +  𝑎3 − 𝑎4 𝑥4 = 1
 𝑎4 − 𝑎1 𝑥1 +  𝑎4 − 𝑎2 𝑥3 +  𝑎4 − 𝑎3 𝑥3 = 1

   

ដដល 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 នងិ 𝑎4 ជាចំននួពតិខុសគ្នន ពរីៗ។ 

 146*.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
𝑥2 + 𝑥 − 1 = 𝑦

𝑦2 + 𝑦 − 1 = 𝑧

𝑧2 + 𝑧 − 1 = 𝑥

  

147.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧) 
ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
 𝑥 + 𝑦 +  1 − 𝑥 = 6
 𝑥 + 𝑦 + 1 +  1 − 𝑦 = 4

  

148*.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 
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𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑎

𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2 = 𝑎2

… …
𝑥1

𝑛 + 𝑥2
𝑛 + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛 = 𝑎𝑛

   

149.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
ដតើក្នវងក្រណីណា ដដលរបពន័ធ 

 

𝑥 + 𝑦 + 𝑚𝑧 = 𝑎
𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑧 = 𝑏
𝑚𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑐

  

មានចំដលើយ? ចូរក្នំត់លក្ខខណឌ ដដលចំដលើយដតមួ្យគត់របស់របពន័ធខាងដលើ ជាសវវតីនពវនត។ 

150*.  (អន្តរជាត ិ១៩៦៧)  
ដគដោយសវវតី  𝒄𝒏  : 

𝑐1 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎8 
𝑐2 = 𝑎1

2 + 𝑎2
2 + ⋯ + 𝑎8

2 
…                           … … 

𝑐𝑛 = 𝑎1
𝑛 + 𝑎2

𝑛 + ⋯ + 𝑎8
𝑛  

…                           … … 
ដដល 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎8 ជាចំននួពតិ ដដលមិ្នសនូយទំងអស់គ្នន ។ ដោយដងឹថា ក្នវងចំដនាម្  𝑐𝑛  
មានចំននួដដលដសមើសនូយដរចើនរប់មិ្នអស់ ចូរក្នំត់តនំលរបស់ 𝑛 ដដើម្បីដោយ 𝑐𝑛 = 0 ។ 

151*. ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
 

 
𝑥2 = 2𝑥 − 𝑦

𝑦2 = 2𝑦 − 𝑧

𝑧2 = 2𝑧 − 𝑡
𝑡2 = 2𝑡 − 𝑥

  

152*. ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
 
 
 

 
 
 𝑥1

2 + 𝑎𝑥1 +  
𝑎 − 1

2
 

2

= 𝑥2

𝑥2
2 + 𝑎𝑥2 +  

𝑎 − 1

2
 

2

= 𝑥3

… … … … … … … …

𝑥1000
2 + 𝑎𝑥1000 +  

𝑎 − 1

2
 

2

= 𝑥1

  

 
ដដល 𝑎 ជាចំននួពតិ។ 
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153*.  ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 

2𝑥1 − 5𝑥2 + 3𝑥3 = 0
2𝑥2 − 5𝑥3 + 3𝑥4 = 0

… … … … …
2𝑥𝑛 − 5𝑥1 + 3𝑥2 = 0

  

ដដល 𝑛 ជាចំននួគត់ ≥ 3 ។ 
154*. តាង  𝑥, 𝑦, 𝑧  ជាចំដលើយរបស់របពន័ធសមី្ការ 

 

𝑥 = 𝑦 4 − 𝑦 

𝑦 = 𝑧 4 − 𝑧 

𝑧 = 𝑥 4 − 𝑥 

  

ចូរក្នំត់តនំលរបស់ផលបូក្ 𝑆 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ។ 

155.  (កាណាដា ១៩៧០) 
ដោោះរាយសមី្ការ 

 

𝑥 + 𝑦𝑧 = 2
 𝑦 + 𝑧𝑥 = 2
 𝑧 + 𝑥𝑦 = 2

  

156.  (អន្តរជាតិ ១៩៦៨) 
ដគដោយរបពន័ធសមី្ការ 

 
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑦

𝑎𝑦2 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 𝑧

𝑎𝑧3 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 𝑥

  

ដដលក្នវងដនាោះ 𝑎 ≠ 0 ។ តាង Δ =  𝑏 − 1 2 − 4𝑎𝑐 ។ ចូរបង្ហា ញថាដបើ Δ < 0 ដនាោះរបពន័ធ
សមី្ការគ្នម នរសឺ។ 

157. ចូរក្នំត់ 𝑎 ∈ ℝ ដដើម្បីដោយរបពន័ធ 

 
𝑥3 − 𝑎𝑦3 =

1

2
 𝑎 + 1 2

𝑥3 + 𝑎𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 = 1

  

មានរសឺដផទៀងផ្ទទ ត់ 𝑥 + 𝑦 = 0 
158. ដោោះរាយសមី្ការ 

 
 

 
 2 − 𝑥  3𝑥 − 2𝑧 = 3 − 𝑧      (1)

𝑦3 + 3𝑦2 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2         (2)

𝑦2 + 𝑧2 = 6𝑧                              (3)
𝑧 ≤ 3    (4)
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159. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ។ដោោះរាយសមី្ការ 

 
 
 

 
 

𝑎

𝑥
−

𝑏

𝑧
= 𝑐 − 𝑧𝑥

𝑏

𝑦
−

𝑐

𝑥
= 𝑎 − 𝑥𝑦

𝑐

𝑧
−

𝑎

𝑦
= 𝑏 − 𝑦𝑧

  

160. ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 
2𝑥 + 𝑥2𝑦 = 𝑦

2𝑦 + 𝑦2𝑧 = 𝑧

2𝑧 + 𝑧2𝑥 = 𝑥

  

 វសិមភាព 

ចូរបង្ហា ញថា 

161.  1

10 2
<

1

2

3

4

5

6
…

99

100
<

1

10
 

162.  2100

10 2
<  

100
50

 <
2100

10
 

163.  1

2
.
3

4
.
5

6
…

2𝑛 − 1

2𝑛
≤

1

 3𝑛 + 1
, 𝑛 ∈ ℕ 

164. 1

2

3

4

5

6
…

99

100
<

1

12
 

165. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួគត់ធម្មជាត ិ𝑛 > 1 វសិម្ភាពខាងដរកាម្ពតិ 
1

𝑛 + 1
+

1

𝑛 + 2
+ ⋯ +

1

𝑛 + 𝑛
>

13

24
 

166. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួគត់ធម្មជាត ិ𝑛 វសិម្ភាពខាងដរកាម្ពតិ 

2 <  1 +
1

𝑛
 

𝑛

< 3 
167. ដតើមួ្យណាធជំាង   1,000001 1.000.000 រ ឺ2 ?។ 
168. ដតើមួ្យណាធជំាង  1 0001 000 រ ឺ1001999 ?។ 

169. (កាណាដា ១៩៦៩) 
ដតើមួ្យណាធជំាង   𝑐 + 1 −  𝑐 រ ឺ 𝑐 −  𝑐 − 1 ចំដ ោះ 𝑐 ≥ 1?។ 
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170. ផលគុណននចំននួពតិវជិជមានចំននួ𝑛 មានតនំលដសមើមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថាផលបូក្របស់វា មិ្នមាន
តនំលតូចជាង 𝑛 ដទ។ 

171. សនមតថា 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , … , 𝑥𝑛   𝑛 ∈ ℕ ជាចំននួពតិមានសញ្ញា ដចូគ្នន  មានតនំលធជំាង −1 ។ ចូរ
បង្ហា ញថា  1 + 𝑥1  1 + 𝑥2 …  1 + 𝑥𝑛 ≥ 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  ។ 

172. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួគត់ធម្មជាត ិ𝑛 > 6 វសិម្ភាពខាងដរកាម្ពតិ 

 
𝑛

2
 

𝑛

> 𝑛! >  
𝑛

3
 

𝑛

 
173. ដគដោយ 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 1998𝑥 + 𝑐 ដដល 𝑎; 𝑐 ∈ ℤ;  𝑎 < 2000;  𝑐 < 2000 ដ ើយ 𝑓 

មានរសឺពរីដផេងគ្នន គ ឺ𝑥1; 𝑥2 ។ ចូរបង្ហា ញថា  𝑥1 − 𝑥2 ≥ 1 998  ។ 
174. ដគដោយចំននួពតិវជិជមាន 𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ដផទៀងផ្ទទ ត់  

𝑎 + 𝑏 = 1; 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 2; 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 = 3 
ចូរបង្ហា ញថា 4 < 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑦3 < 4,5 

175. គណនាតនំលតូចបំផុតនន 

𝑆 =  𝑥 +  
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
  

176. ចូរក្នំត់ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ដដើម្បីដោយ𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ដផទៀងផ្ទទ ត់  𝑓 𝑥  ≤ 1 ចំដ ោះរគប់ 
 𝑥 ∈  −1; 1  នងិដដល 𝐾 =

8

3
𝑎2 + 2𝑏2 មានតនំលធបំំផុត។ 

177. ដគដោយចំននួពតិមិ្នអវជិជមាន 𝑎1; 𝑎2; 𝑎3; 𝑎4; 𝑎5 ដដល𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 = 1 ។ 
ចូរបង្ហា ញថា 

min
𝑖≠𝑗

 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  
2

≤
1

100
;     min

𝑖≠𝑗
 𝑎𝑖

2 − 𝑎𝑗
2 ≤

1

36
 

178. តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐  ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
< 2 

  

ចំន ំ
បរើជរួលក្ខខណ្ឌ  𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារងាា ស់ត្ជងុត្រីបកាណ្ ចូរសាក្លបងតាង 

𝑎 = 𝑥 + 𝑦, 𝑏 = 𝑦 + 𝑧, 𝑐 = 𝑧 + 𝑥 
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179. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐  ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថា 
3 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≤  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 < 4 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  

180. តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថា 
 2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2  2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2  2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2 

≤  2𝑎2 + 𝑏𝑐  2𝑏2 + 𝑐𝑎  2𝑐2 + 𝑎𝑏  
181. ដោយដងឹថា 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≥ 0; ∀𝑥 ∈ ℝ; 𝑎 < 𝑏 ។ ចូរក្នំត់ min 𝐹 ដដល 

𝐹 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑏 − 𝑎
 

182. (អន្តរជាត ិ ១៩៦១) 
តាង 𝑎, 𝑏 នងិ 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ ដដលមានរក្លានផទ 𝑆 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 4𝑆 3 
ដតើដពលណាដយើងមានសម្ភាព?។ 

183.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
ចូរបង្ហា ញថា រគប់គូវុចិទ័រ 𝑓 នងិ 𝑔 សថតិក្នវងបលង់ វសិម្ភាព 

𝑎𝑓2 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑔2 ≥ 0 
ពតិ ដបើនងិមានដតដបើ លក្ខខណឌ ដចូតដៅដនោះរតូវបានដផទៀងផ្ទទ ត់៖ 𝑎 ≥ 0; 𝑐 ≥ 0; 4𝑎𝑐 ≥ 𝑏2។ 

184. ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 2 នងិ ចំននួពតិ 𝑎1; 𝑎2; … ; 𝑎𝑛  ដដល  𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

  𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  

𝑖<𝑗

≥
𝑛

2
  𝑎𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

185. (អន្តរជាតិ ២០០០)  
ដគឱ្យ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ដដល 𝑎𝑏𝑐 = 1។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑎 − 1 +
1

𝑏
  𝑏 − 1 +

1

𝑐
  𝑐 − 1 +

1

𝑎
 ≤ 1 

186. (ហុងគ្គី ១៩៩៦)  
តាង 𝑎 នងិ 𝑏 ជាចំននួពតិវជិជមាន ដដល 𝑎 + 𝑏 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎2

𝑎 + 1
+

𝑏2

𝑏 + 1
≥

1

3
 

 

187. (គ្ទឹសតីបទ)  
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ចូរបង្ហា ញថា 
ក្) ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑎, 𝑏 ដគមាន 𝑎2 + 𝑏2 ≥ 2𝑎𝑏 នងិ 4𝑎𝑏 ≤  𝑎 + 𝑏 2 វា
ដសមើគ្នន  ដបើ 𝑎 = 𝑏នងិ រាសម្ក្វញិ។ 
ខ) ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑥 > 0 ដគមាន 𝑥 + 1 𝑥 ≥ 2 ។ វាដសមើគ្នន  ដបើ 𝑥 = 1 នងិ
រាសម្ក្វញិ។ 

188.  (កាណាដា ១៩៧១) 
តាង 𝑥 នងិ 𝑦 ជាចំននួពតិវជិជមាន ដដល 𝑥 + 𝑦 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 1 +
1

𝑥
  1 +

1

𝑦
 ≥ 9 

189. ដគដោយ២ចំននួពតិ 𝑎, 𝑏 មិ្នសនូយ។ ចូរក្នំត់តនំលតូចបំផុតនន 
𝑎6

𝑏6
+

𝑎4

𝑏4
+

𝑎2

𝑏2
+

𝑏6

𝑎6
+

𝑏4

𝑎4
+

𝑏2

𝑎2
 

190. (រុស្ុ ី១៩៩៥)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑥, 𝑦 > 0   

𝑥

𝑥4 + 𝑦2
+

𝑦

𝑥2 + 𝑦4
≤

1

𝑥𝑦
 

191. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑥, 𝑦 ដគមាន 
𝑥2 + 𝑦2 + 1 > 𝑥 𝑦2 + 1 + 𝑦 𝑥2 + 1 

192. ដគឱ្យ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥2

𝑦2
+

𝑦2

𝑧2
+

𝑧2

𝑥2
≥

𝑥

𝑧
+

𝑦

𝑥
+

𝑧

𝑦
 

193. ចូរបង្ហា ញថា ដបើ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងរបស់រតដីកាណមួ្យ ដនាោះដគមាន 
 𝑎 + 𝑏  𝑏 + 𝑐  𝑐 + 𝑎 ≥ 8 𝑎 + 𝑏 − 𝑐  𝑏 + 𝑐 − 𝑎  𝑐 + 𝑎 − 𝑏  

194. ដគឱ្យចំននួពតិវជិជមាន 𝑥, 𝑦, 𝑧 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥2 − 𝑧2

𝑦 + 𝑧
+

𝑦2 − 𝑥2

𝑧 + 𝑥
+

𝑧2 − 𝑦2

𝑥 + 𝑦
≥ 0 

ចូរក្ណំត់ក្រណីសម្ភាព។ 

195. (អាសុបី៉ា សុីភិច ១៩៩៦)  
ដគឱ្យ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 +  𝑏 + 𝑐 − 𝑎 +  𝑐 + 𝑎 − 𝑏 ≤  𝑎 +  𝑏 +  𝑐 
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196. (អាមមរចិ ១៩៩៧)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

1

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑏3 + 𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑐3 + 𝑎3 + 𝑎𝑏𝑐
≤

1

𝑎𝑏𝑐
 

197. (អន្តរជាតសិតលីស ១៩៩៦) 
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ដដល 𝑎𝑏𝑐 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎𝑏

𝑎5 + 𝑏5 + 𝑎𝑏
+

𝑏𝑐

𝑏5 + 𝑐5 + 𝑏𝑐
+

𝑐𝑎

𝑐5 + 𝑎5 + 𝑐𝑎
≤ 1 

198. (វសិមភាពកសុូីស្វា ត)  
ចូរបង្ហា ញថា រគប់ចំននួពតិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 , 𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑛  ដគមាន 

 𝑎1
2 + ⋯ + 𝑎𝑛

2  𝑏1
2 + ⋯ + 𝑏𝑛

2 ≥  𝑎1𝑏1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 2 
អងគទំង២ដសមើគ្នន  ដបើ វុចិទ័រ  𝑎1 , … , 𝑎𝑛  នងិ  𝑏1 , … , 𝑏𝑛  កូ្លីដនដអ៊ែរនងឹគ្នន  ។ 

 
សំគាល់ 
ក្នងុគណិ្រវទិ្យា វសិមភាពក្ូសីុសាា រ អនក្ខលះបៅថាវសិមភាពសាា រ វសិមភាពក្ូសីុ រក៏ឺ្ វសិមភាព

ក្ូសីុរ ុនាក្ូវសគីសាា រ (គឺបៅតាមប ម្ ះ អូគុសាត ាំង លាសីក្ូសីុ(Augustin Louis Cauchy), វចិទ្យ័រ 

យ៉ា ក្ូបលវចិ រ ុនាក្ូវសគី  (Viktor Yakovlevich Bunyakovsky, គណិ្រវទិ្យរូសុ្ុ,ី១៨០៤១៨៨៩)និង 

ហ  រម៉ា ន អាម៉ា នឌសុ សាា រ(Hermann Amandus Schwarz, គណិ្រវទិ្យអូាលលមឺ៉ាង,់១៨៤៣១៩២១))។ 

 
199. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ដគមាន 

 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  
1

𝑥1
+

1

𝑥2
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛
 ≥ 𝑛2 

200. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ដគមាន 
 𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 2

𝑎2 + 2𝑏2 + 3𝑐2
≤ 6 

201. ដគដោយចំននួពតិ 𝑎, 𝑏, 𝑐 វជិជមានោច់ខាត ដដល 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑎 +
1

𝑎
 

2

+  𝑏 +
1

𝑏
 

2

+  𝑐 +
1

𝑐
 

2

≥
100

3
 

202. (អាមមរចិ ១៩៧៨)  
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ដគឱ្យចំននួពតិ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ដដល 
 
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 = 8
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + 𝑒2 = 16

  
 ចូរក្ណំត់តនម្លធបំំផុតរបស់ 𝑒 ។ 

203. (អសូ្ត្ស្វត លី ១៩៩៣)  
ដគឱ្យចំននួគត់ 𝑛 > 1, ចំននួពតិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 នងិ 𝑠 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  ។ 
ចូរបង្ហា ញថា  

 
𝑠

𝑠 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥
𝑛2

𝑛 − 1
 

 
𝑠 − 𝑎𝑖

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥ 𝑛 𝑛 − 1  

 
𝑎𝑖

𝑠 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥
𝑛

𝑛 − 1
 

204. (ចិន្ ១៩៨៧ ១៩៨៨) 
ក្) ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 > 0 ដដល  𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2 2 > 2 𝑎1
4 + 𝑎2

4 + 𝑎3
4  ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ 
ខ) ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 3 នងិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ដដល 

 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎𝑛
2 2 >  𝑛 − 1  𝑎1

4 + 𝑎2
4 + ⋯ + 𝑎𝑛

4  
ចូរបង្ហា ញថា រគប់ 𝑖, 𝑗, 𝑘 ខុសគ្នន ពរីៗ ចំននួ 𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘  ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ 

205. ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ។ តាង 𝑆 = 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  នងិ 𝑆2 = 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯ +

𝑎𝑛
2  ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑆2 − 𝑎1
2

𝑆1 − 𝑎1
+

𝑆2 − 𝑎2
2

𝑆1 − 𝑎2
+ ⋯ +

𝑆2 − 𝑎𝑛
2

𝑆1 − 𝑎𝑛
≥ 𝑆1 

206. (សឹងហបរូ ី២០០០)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0 ដដល 𝑎2 + 𝑏2 =  𝑐2 + 𝑑2 3 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑐3

𝑎
+

𝑑3

𝑏
≥ 1 

207.  ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 1 ដដល 1 𝑥 + 1 𝑦 + 1 𝑧 = 2 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥  𝑥 − 1 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
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208. (ឥណាា  ២០០១)  
ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ដដល 𝑥𝑦𝑧 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑥𝑦𝑧 ≥ 3 𝑥 + 𝑦 + 𝑧  
209. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ដដល 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

max 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥  3 

ចំន ំ
បរើជរួលក្ខខណ្ឌ  𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 និង 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐 ចូរតាង 

𝑎 = tan 𝑥 , 𝑏 = tan 𝑦 , 𝑐 = tan 𝑧 

ដបូចនះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 អាចចារ់ទ្យុក្ជាមុាំក្នងុររស់ត្រីបកាណ្ត្សចួបាន មនន័យថា 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  0,
𝜋

2
  និង 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝜋 ។ 
 
210. (អន្តរជាតិ ១៩៩៩)  

ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 2 ។ 
ក្) ចូរក្នំត់ចំននួដថរ 𝐶 តូចបំផុត ដដលចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ≥ 0; ដគមាន 

 𝑥𝑖𝑥𝑗  𝑥𝑖
2 + 𝑥𝑗

2 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

≤ 𝐶   𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

4

 

ខ) ចំដ ោះចំននួដថរ 𝐶 ដនោះ ចូរក្នំត់ក្រណីសម្ភាព។ 
211. ដគដោយចំននួពតិ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ដដល 

 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑡2 = 1
  

ចូរគណនាតនំលធបំំផុតនងិតូចបំផុតនន 𝑃 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑡 + 𝑡𝑥 ។ 

212. (អន្តរជាតិសតលីស ២០០១)  
តាង 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ជាចំននួពតិ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑥1

1 + 𝑥1
2 +

𝑥2

1 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ +
𝑥𝑛

1 + 𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2
<  𝑛 

213.  (មអៀរ ៉ាង់ ១៩៩៨)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ 𝑥; 𝑦; 𝑧 > 1 ដដល 1 𝑥 + 1 𝑦 + 1 𝑧 = 2 ដគមាន 
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 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥  𝑥 − 1 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
214. (វសិមភាពតំមរៀប)  

ដគដោយ 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛  នងិ 𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤ 𝑏𝑛  ជាសវវតីននចំននួពតិ ដក្ើនពរី។   
តាង 𝜎 ជាចំលាស់នន 1,2, … , 𝑛  ។ 
ចូរបង្ហា ញថា ផលបូក្ 𝑆𝜎 =  𝑎𝑖𝑏𝜎 𝑖 

𝑛
𝑖=1   មានតនំលធបំំផុត ដពល 𝜎 𝑖 = 𝑖 នងិ តូចបំផុត

ដពល 𝜎 𝑖 = 𝑛 − 𝑖  ចំដ ោះរគប់ 𝑖 ។ 
មាននយ័ថា 𝑆𝜎  មានតនំលធបំំផុតដពល សវវតីទំង២ដរៀបតាម្លំោប់ដចូគ្នន  ដ ើយ តូចបំផុតដបើ
ដរៀបតាម្លំោប់ផទវយគ្នន ។ 

215.  (អន្តរជាតិ ១៩៧៥)  
ដគដោយចំននួពតិ 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ ⋯ ≥ 𝑥𝑛   នងិ 𝑦1 ≥ 𝑦2 ≥ ⋯ ≥ 𝑦𝑛  ។ តាង 
 𝑧1 , 𝑧2 , … , 𝑧𝑛 ជាចំលាស់នន  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛  ។ ចូរបង្ហា ញថា 

  𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 
2

𝑛

𝑖=1

≤   𝑥𝑖 − 𝑧𝑖 
2

𝑛

𝑖=1

 

216. ចូរគណនាតនំលតូចបំផុតរបស់  

𝑓 𝑥 =
sin3 𝑥

cos 𝑥
+

cos3 𝑥

sin 𝑥
 

ចំដ ោះ 𝑥 ∈  0, 𝜋 2   ។ 
217. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 0 ដគមាន 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 ≥ 𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 ≥ 3𝑎𝑏𝑐 
218. (អន្តរជាតិ ១៩៧៨)  

ដគដោយ  𝑎𝑘 𝑘∈ℕ ជាសវវតីននចំននួគត់ធម្មជាតមិិ្នសនូយ ដ ើយមានតួខុសគ្នន ពរីៗ។ 
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ 𝑛 ≥ 1 ដគមាន 

 
𝑎𝑘

𝑘2

𝑛

𝑘=1

≥  
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 

219. (ចិន្ ១៩៨៤/១៩៨៥)  
ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
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𝑎1
2

𝑎2
+

𝑎2
2

𝑎3
+ ⋯ +

𝑎𝑛−1
2

𝑎𝑛
+

𝑎𝑛
2

𝑎1
≥ 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  

220. ដគដោយចំននួមិ្នអវជិជមាន 𝑝, 𝑞, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥2000

𝑝𝑦 + 𝑞𝑧
+

𝑦2000

𝑝𝑧 + 𝑞𝑥
+

𝑧2000

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦
≥

𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999

𝑝 + 𝑞
 

221. (វសិមភាព )  
ចំដ ោះរគប់សវវតីដក្ើនននចំននួពតិពរី តាងដោយ 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛  នងិ 𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ ⋯ ≤

𝑏𝑛  ដគមាន 
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛

𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛

𝑛
≤

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛

𝑛
 

ផទវយដៅវញិ ដបើ 𝑏1 ≥ 𝑏2 ≥ ⋯ ≥ 𝑏𝑛  ដនាោះ 
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛

𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛

𝑛
≥

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛

𝑛
 

   

 

គណិតវទូិរសុេុី,១៨២១១៨៩៤ 
 
222. (វសិមភាពនន្សប ីត)  

ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាចំននួពតិវជិជមាន។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
≥

3

2
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223. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0 ដដល 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑 + 𝑑𝑎 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎3

𝑏 + 𝑐 + 𝑑
+

𝑏3

𝑐 + 𝑑 + 𝑎
+

𝑐3

𝑑 + 𝑎 + 𝑏
+

𝑑3

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
≥

1

3
 

224. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 នងិ 𝑛 ∈ ℕ∗ ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑏𝑛

𝑐 + 𝑎
+

𝑐𝑛

𝑎 + 𝑏
≥

𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 + 𝑐𝑛−1

2
 

225. ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ដដល 𝑥𝑦𝑧 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥3

 1 + 𝑦  1 + 𝑧 
+

𝑦3

 1 + 𝑧  1 + 𝑥 
+

𝑧3

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
≥

3

4
 

226.** (វសិមភាពមធ្យមន្ពាន្ត-មធ្យមធ្រណីមាគ្ត មន្-មធ្ រ ឺវសិមភាព
កសុូី)  

ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិវជិជមាន 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  រសឺនូយ ដគមាន 

 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛
𝑛 ≤

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
 

 ដោយសម្ភាពដក្ើតមាន ទល់ដត នងិមានដត 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛  ដតប ុដណាណ ោះ។ 

227. (អន្តរជាត ិ ១៩៦៤)  
តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎2 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 + 𝑏2 𝑐 + 𝑎 − 𝑏 + 𝑐2 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 ≤ 3𝑎𝑏𝑐 
228.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧)  

ចូរបង្ហា ញថា 
1

3
𝑛2 +

1

2
𝑛 +

1

6
≥  𝑛! 

2
𝑛   

(𝑛 ជាចំននួគត់វជិជមាន) ដ ើយបង្ហា ញថាសម្ភាពោចដតក្នវងក្រណី 𝑛 = 1 មួ្យដតប ុដណាណ ោះ។ 

229.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស១៩៦៧)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិវជិជមាន វសិម្ភាពខាងដរកាម្ពតិ 

1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
≤

𝑎8 + 𝑏8 + 𝑐8

𝑎3𝑏3𝑐3
 

230.  (អន្តរជាតិ ឡងលីស ១៩៦៧)  
ចូររាយបញ្ញជ ក់្វសិម្ភាព 
𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑘 𝑥1

𝑛−1 + 𝑥2
𝑛−1 + ⋯ + 𝑥𝑘

𝑛−1 ≤ 𝑥1
𝑛+𝑘−1 + 𝑥2

𝑛+𝑘−1 + ⋯ + 𝑥𝑘
𝑛+𝑘−1 
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ដដល 𝑥𝑖 > 0  𝑖 = 1,2, … , 𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ ។ 
231. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ដគមាន 

 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  
1

𝑥1
+

1

𝑥2
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛
 ≥ 𝑛2 

232.** (រុស្ុ ី២០០០)  
ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+ ដដល 𝑥𝑦𝑧 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 2 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  
  

233. (សមូវៀត ១៩៦២)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0 ដដល 𝑎𝑏𝑐𝑑 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑐𝑑 ≥ 10 
234. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 3 ≥ 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 24𝑎𝑏𝑐 
235. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎𝑏𝑐 ≥  𝑎 + 𝑏 − 𝑐  𝑏 + 𝑐 − 𝑎  𝑐 + 𝑎 − 𝑏  
236. ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+ ដដល 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑎𝑘 1 − 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=1

≤
 𝑛 − 1 𝑛

𝑛2𝑛
 

237. (អគូ្ទីស ២០០០)  
ដគដោយចំននួពតិ 𝑎, 𝑏 ដដល 𝑎 ≠ 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎2 + 𝑏2 +
1

𝑎2
+

𝑏

𝑎
≥  3 

238. ចំដ ោះ  𝑛 ∈ ℕ∗ តាង 

𝑈𝑛 =  1 +
1

𝑛
 

𝑛

;   𝑉𝑛 =  1 +
1

𝑛
 

𝑛+1

 
ចូរបង្ហា ញថា សវវតី  𝑈𝑛  ជាសវវតីដក្ើន ដ ើយសវវតី  𝑉𝑛  ជាសវវតីចុោះ។ 

239.** (សមូវៀត ១៩៦៩)  
ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 3 នងិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+∗ ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎1

𝑎2 + 𝑎3
+

𝑎2

𝑎3 + 𝑎4
+ ⋯ +

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛 + 𝑎1
+

𝑎𝑛

𝑎1 + 𝑎2
>

𝑛

4
 



លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ | V. វសិមភាព 25 

 

240. (ចិន្ ១៩៨៩/១៩៩០)  
ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ដដល 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 2 + 𝑎1  2 + 𝑎2 …  2 + 𝑎𝑛 ≥ 3𝑛  
241.** តាង 𝑎 នងិ 𝑏 ជាចំននួពតិវជិជមាន។ ចូរបង្ហា ញថា 

1

 1 + 𝑎2
+

1

 1 + 𝑏2
≥

2

 1 + 𝑎𝑏
 

 ដបើ (1) 0 < 𝑎, 𝑏 ≤ 1 រកឺ្ ៏(1) 𝑎𝑏 ≥ 3 ។ 
242. ដគដោយ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛+1 > 0 ដដល 

1

1 + 𝑥1
+

1

1 + 𝑥2
+ ⋯ +

1

1 + 𝑥𝑛+1
= 1 

ចូរបង្ហា ញថា 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛+1 ≥ 𝑛𝑛+1  ។ 
243. ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 > 1, 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 ∈ ℝ+∗នងិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+ ។ តាង 𝑠 = 𝑥1 +

𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  ។ ចូរក្នំត់ចំននួដថរ 𝐶 𝑛  ធបំំផុត ដដល 

 
𝑎𝑗  𝑠 − 𝑥𝑗  

𝑥𝑗
≥ 𝐶 𝑛   𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

 

1
𝑛𝑛

𝑗 =1

 

244. ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ដដល 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 1 +
1

𝑥
  1 +

1

𝑦
  1 +

1

𝑧
 ≥ 64 

245.* (រមូា៉ា ន្ី ១៩៩៧) 
ដគដោយ ចំននួគត់ 𝑛 ≥ 2 នងិ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ដដល 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 = 1 ។  
ចូរគណនាតនំលតូចបំផុតរបស់ 

 
𝑥𝑖

9 + 𝑥𝑗
9

𝑥𝑖
6 + 𝑥𝑖

3𝑥𝑗
3 + 𝑥𝑗

6

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

246.* ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0 ដដល 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏 ≤
1

27
+

176

27
𝑎𝑏𝑐𝑑 

247.* ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+∗ ដដល 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
1

𝑛𝑛−3

1

𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛
≥ 𝑛2 𝑛 − 1 +  

1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1
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248. ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+∗ ដដល 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 < 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 1 − 𝑎1 − 𝑎2 − ⋯ − 𝑎𝑛 

 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  1 − 𝑎1  1 − 𝑎2 …  1 − 𝑎𝑛 
≤

1

𝑛𝑛+1
 

249. (អាមមរចិសតលីស ២០០២)  
ចូរគណនាតនំលធបំំផុតរបស់   𝑆 =  1 − 𝑥1  1 − 𝑦1 +  1 − 𝑥2  1 − 𝑦2  

 ដបើ 𝑥1
2 + 𝑥2

2 = 𝑦1
2 + 𝑦2

2 = 𝑐2 ។ 

250. (អន្តរជាតិ ១៩៩៥) 
តាង 𝑎𝑏𝑐 ជាចំននួវជិជមាន ដដល 𝑎𝑏𝑐 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

1

𝑎3(𝑏 + 𝑐)
+

1

𝑏3(𝑐 + 𝑎)
+

1

𝑐3 𝑎 + 𝑏 
≥

3

2
 

251. (អន្តរជាតិ ២០០១) 
តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាចំននួពតិវជិជមាន។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑎

 𝑎2 + 8𝑏𝑐
+

𝑏

 𝑏2 + 8𝑐𝑎
+

𝑐

 𝑐2 + 8𝑎𝑏
≥ 1 

252. តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាចំននួពតិ។ ចូរបង្ហា ញថា 
 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 − 1 2 ≤  𝑎2 + 1  𝑏2 + 1  𝑐2 + 1  

253. (អន្តរជាតិ ១៩៨៤) 
តាង 𝑥, 𝑦, 𝑧 ជាចំននួពតិមិ្នអវជិជមាន ដដល 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

0 ≤ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 2𝑥𝑦𝑧 ≤
7

27
 

254. ដគដោយចំននួពតិវជិជមាន 𝑥, 𝑦, 𝑧 ។ ចូរបង្ហា ញថា  

 1 +
𝑥

𝑦
  1 +

𝑦

𝑧
  1 +

𝑧

𝑥
 ≥ 2  1 +

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
  

255. ដគដោយចំននួពតិបួនដផេងគ្នន  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ដដល 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑐
+

𝑐

𝑑
+

𝑑

𝑎
= 4;    𝑎𝑐 = 𝑏𝑑 

ចូរគណនាតនំលធបំំផុតនន 
𝑎

𝑐
+

𝑏

𝑑
+

𝑐

𝑎
+

𝑑

𝑏
 

256. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យមានបរមិារត ដសមើ 2 ។ ចូរបង្ហា ញថា 



លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ | V. វសិមភាព 27 

 

52

27
≤ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏𝑐 < 2 

257. ចំដ ោះរគប់ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0។ ចូរបង្ហា ញថា 
  𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎  𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 ≥ 𝑎𝑏𝑐 +   𝑎3 + 𝑎𝑏𝑐  𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐  𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐 

3  
 
258. 1) ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួសនទិនវជិជមាន 𝑝, 𝑞 ដដល 𝑝 + 𝑞 = 1 ដគមាន  
  𝑝𝑎 + 𝑞𝑏 ≥ 𝑎𝑝𝑏𝑞 ;  ∀ 𝑎, 𝑏 > 0  

2) ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិវជិជមាន 𝑝, 𝑞 ដដល 𝑝 + 𝑞 = 1 ដគមាន  
 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 ≥ 𝑥𝑝𝑦𝑞 ; ∀ 𝑥, 𝑦 > 0 
3)  (វសិមភាពមន្-មធ្ទមូៅ)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ដដល 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 1 ដគ
មាន  

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑥1
𝑎1𝑥2

𝑎2 … 𝑥𝑛
𝑎𝑛 ;    ∀𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 

4)  (វសិមភាព )  
ដគដោយ 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ+∗ ដដល 1 𝑝 + 1 𝑞 = 1 នងិ បណាត ចំននួពតិ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  នងិ 
𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑛  ចូរបង្ហា ញថា 
 𝑎1𝑏1 +  𝑎2𝑏2 + ⋯ +  𝑎𝑛𝑏𝑛  

≤   𝑎1 𝑝 +  𝑎2 𝑝 + ⋯ +  𝑎𝑛  𝑝 
1
𝑝 ×   𝑏1 𝑞 +  𝑏2 𝑞 + ⋯ +  𝑏𝑛  𝑞 

1
𝑞  

ដដលអងគទំងពរីដសមើគ្នន  លុោះរតាដត វុចិទ័រ 𝑢   𝑎1
𝑝

, 𝑎2
𝑝

, … , 𝑎𝑛
𝑝
  នងិ វុចិទ័រ 𝑣  𝑏1

𝑞
, 𝑏2

𝑞
, … , 𝑏𝑛

𝑞
  

កូ្លីដនដអ៊ែរនងឹគ្នន  ដ ើយ បណាត  𝑎𝑖𝑏𝑖 សទុធដតវជិជមានរសឺនូយទំងអស់ រដឺបើមិ្នអញ្ចឹង សទុធដតអ
វជិជមានរសឺនូយទំងអស់។ 

259. ដគដោយ 𝑎, 𝑏 ≥ 0 នងិ 𝑝, 𝑞 > 1 ដដល 1 𝑝 + 1 𝑞 = 1។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
≥ 𝑎𝑏 

260. (ប៉ាឡូញូ ១៩៩៥)  
ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 1 ចូរក្ំនត់តំនលតូចបំផុតរបស់ផលបូក្ 

𝑥1 +
𝑥2

2

2
+ ⋯ +

𝑥𝑛
𝑛

𝑛
 

ដដល 𝑥1 , 𝑥2, … , 𝑥𝑛  ជាចំននួពតិ ដដល 1 𝑥1 + 1 𝑥2 + ⋯ + 1 𝑥𝑛 = 𝑛 ។ 
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261. (វសិមភាព )  
តាង 𝑝 ∈  1; +∞  ដ ើយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛   នងិ 𝑏1, 𝑏2 , … , 𝑏𝑛  ជាចំននួពតិ។ ចូរបង្ហា ញថា 

  𝑎1 + 𝑏1 𝑝 +  𝑎2 + 𝑏2 𝑝 + ⋯ +  𝑎𝑛 + 𝑏𝑛  𝑝 
1
𝑝

≤   𝑎1 𝑝 +  𝑎2 𝑝 + ⋯ +  𝑎𝑛  𝑝 
1
𝑝 +   𝑏1 𝑝 +  𝑏2 𝑝 + ⋯ +  𝑏𝑛  𝑝 

1
𝑝  

ដដលអងគទំងពរីដសមើគ្នន  លុោះរតាដត វុចិទ័រ 𝑢   𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  នងិ វុចិទ័រ 𝑣  𝑏1, 𝑏2 , … , 𝑏𝑛  
កូ្លីដនដអ៊ែរនងឹគ្នន  ដ ើយមានទិសដៅដចូគ្នន ។ 

262. ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

𝑥
4
3

𝑥
4
3 +  𝑥2 + 𝑦2 

1
3 𝑥 + 𝑧 

2
3

+
𝑦

4
3

𝑦
4
3 +  𝑦2 + 𝑧2 

1
3 𝑦 + 𝑥 

2
3

+
𝑧

4
3

𝑧
4
3 +  𝑧2 + 𝑥2 

1
3 𝑧 + 𝑦 

2
3

≤ 1 

263. ដគដោយចំននួពតិ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ។ ចូរក្នំត់តនំលតូចបំផុតរបស់ 
𝑆 =   𝑎 + 1 2 + 2 𝑏 − 2 2 +  𝑐 + 3 2 +   𝑏 + 1 2 + 2 𝑐 − 2 2 +  𝑑 + 3 2

+   𝑐 + 1 2 + 2 𝑑 − 2 2 +  𝑎 + 3 2

+   𝑑 + 1 2 + 2 𝑎 − 2 2 +  𝑏 + 3 2 
264. តាង 𝑥, 𝑦, 𝑧 ជាចំននួពតិវជិជមាន 
 1) ចូរបង្ហា ញថា ដបើ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥𝑦𝑧 ដនាោះ 

𝑥

 1 + 𝑥2
+

𝑦

 1 + 𝑦2
+

𝑧

 1 + 𝑧2
≤

3 3

2
 

 2) ចូរបង្ហា ញថា ដបើ 0 < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < 1 នងិ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 1 ដនាោះ 
𝑥

1 − 𝑥2
+

𝑦

1 − 𝑦2
+

𝑧

1 − 𝑧2
≥

3 3

2
 

265. (នបលារុស ១៩៩៩)  
ដគដោយសវវតីននចំននួពតិពរី 𝑥1 , 𝑥2 , … នងិ 𝑦1 , 𝑦2 , … ក្នំត់ដោយ 

𝑥1 = 𝑦1 =  3; 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +  1 + 𝑥𝑛
2; 𝑦𝑛+1 =

𝑦𝑛

1 +  1 + 𝑦𝑛
2
 

 ចំដ ោះរគប់ 𝑛 ≥ 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 2 < 𝑥𝑛𝑦𝑛 < 3  ចំដ ោះរគប់ 𝑛 > 1 ។ 
266. តាង 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛   ជាចំននួពតិខុសៗគ្នន ចំននួ 𝑛 ឋតិក្នវងចដនាល ោះ  −1; 1  ដដល 𝑛 ≥ 2 ។ ចូរ

បង្ហា ញថា 
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1

𝑡1
+

1

𝑡2
+ ⋯ +

1

𝑡𝑛
≥ 2𝑛−2 

ដដល 𝑡𝑖 =   𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 𝑗≠𝑖  ។ 
267. ដយើងយក្ចំននួពតិបួនដៅក្នវងចដនាល ោះ   2− 6

2
;
 2+ 6

2
  ដោយមិ្នបាច់ដរ ើស។ ចូរបង្ហា ញថា រតូវ

ដតមានពរីក្នវងចំដនាម្ដនាោះ តាងដោយ 𝑎 នងិ 𝑏 ដដល 
 𝑎 4 − 𝑏2 − 𝑏 4 − 𝑎2 ≤ 2 

268. (វសិមភាពយិន្សិន្)  
តាង 𝑛 ≥ 1 ជាចំននួគត់ ដ ើយ 𝑓 ជាអនគុម្នផ៍ត ដលើដដន 𝐼 ។ ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់
ចំននួពតិ 𝑙1 , 𝑙2 , … , 𝑙𝑛 ∈ ℝ+∗ ដដល 𝑙1 + 𝑙2 + ⋯ + 𝑙𝑛 = 1 ដគមាន 

𝑓 𝑙1𝑥1 + 𝑙2𝑥2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑙1𝑓 𝑥1 + 𝑙2𝑓 𝑥2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑓 𝑥𝑛 ; 
∀𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼 

ដ ើយ ដបើ 𝑓 ផតោច់ខាត ដនាោះក្ដនោម្ខាងដលើកាល យជាសម្ភាព ដពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛   
ក្រណី 𝑓 ជាអនគុម្នដ៍បា ង : 

𝑓 𝑙1𝑥1 + 𝑙2𝑥2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑙1𝑓 𝑥1 + 𝑙2𝑓 𝑥2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑓 𝑥𝑛 ; 
∀𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼 

យ៉ាហូាន្ យិន្សិន្ 

 
ឈ ម្ ោះឈពញ យ៉ាូហាន លុយឌ្វចិ វលីាម វ៉ាល់ដមឺមរ យិនសិន 

(ឧសភា ១៨៥៩ - កមុភៈ ១៩២៥) គណិតវទិ ូនងិ វសិវករជាតដិាណឺម៉ាក។ ឈគស្គា ល់
គាត់ឈដាយស្គរវសិមភាពយិនសិន។ កនងុឆ្ន ាំ ១៩១៥ គាត់បានបង្ហា ញថា របូមនត
វសិមភាពរបស់គាត់អាចឈ្បើបានឈលើ វភិាគកុាំផលចិ។ 
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269. (កមូរ ៉ា ១៩៩៨)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ដដល 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

1

 1 + 𝑎2
+

1

 1+𝑏2
+

1

 1 + 𝑐2
≤

3

2
 

270. ចូរក្នំត់ចំននួដថរ 𝑀 តូចបំផុត ដដលចំដ ោះរគប់ 𝑎, 𝑏 > 0 ដគមាន 

𝑎
1
3 + 𝑏

1
3 ≤ 𝑀 𝑎 + 𝑏 

1
3 

271. ដគដោយ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+∗ ដដល 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 1។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥1

 1 − 𝑥1

+
𝑥2

 1 − 𝑥2

+ ⋯ +
𝑥𝑛

 1 − 𝑥𝑛

≥  
𝑛

𝑛 − 1
 

272. (អគូ្ទីស ២០០០)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏 > 0 នងិ 𝑛 ∈ ℤ ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 1 +
𝑎

𝑏
 

𝑛

+  1 +
𝑏

𝑎
 

𝑛

≥ 2𝑛+1 

273.  (អន្តរជាតិ ២០០១)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑙 ≥ 8 នងិ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ដគមាន 

𝑎

 𝑎2 + 𝜆𝑏𝑐
+

𝑏

 𝑏2 + 𝜆𝑐𝑎
+

𝑐

 𝑐2 + 𝜆𝑎𝑏
≥

3

 1 + 𝜆
 

274. ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 1 ។ តាង 𝛼, 𝑡 ∈  1; +∞  នងិ 𝛽 ∈ ℝ+∗។ 
តាង 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+∗ ដដល 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

  𝑎𝑖
𝛼 +

1

𝑎𝑖
𝛽
 

𝑡𝑛

𝑖=1

≥ 𝑛  
1

𝑛𝛼
+ 𝑛𝛽 

𝑡

 

 ដោយអងគទំងពរីដសមើគ្នន  ទល់ដតនងិនាដំោយ 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 1 𝑛  ។ 

275. (អន្តរជាតិសតលីស ១៩៩៨)  
ដគដោយ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ≥ 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

1

𝑥1 + 1
+

1

𝑥2 + 1
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛 + 1
≥

𝑛

1 +  𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛 
1
𝑛

 

276.  (អាមមរចិ ១៩៨០)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  0; 1  ។ ចូរបង្ហា ញថា 
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𝑎

𝑏 + 𝑐 + 1
+

𝑏

𝑐 + 𝑎 + 1
+

𝑐

𝑎 + 𝑏 + 1
+  1 − 𝑎  1 − 𝑏  1 − 𝑐 ≤ 1 

277.  (អាមមរចិ ១៩៧៧)  
ដគដោយ 0 < 𝑝 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ≤ 𝑞 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒  
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
+

1

𝑑
+

1

𝑒
 ≤ 25 + 6   

𝑝

𝑞
−  

𝑞

𝑝
 

2

 

278. (អាសុីប៉ា សុីភិច ២០០៤)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 

 𝑎2 + 2  𝑏2 + 2  𝑐2 + 2 ≥ 9 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  
279. (អន្តរជាតិ ១៩៨៣)  

តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហវ ស់រជុងននរតដីកាណមួ្យ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎2𝑏 𝑎 − 𝑏 + 𝑏2𝑐 𝑏 − 𝑐 + 𝑐2𝑎 𝑐 − 𝑎 ≥ 0 

 

280. ន្ិយមន្័យ- ដគដោយ ចំននួគត់ 𝑛 ≥ 2 បណាត ចំននួពតិវជិជមាន 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  នងិ បណាត
ចំននួពតិវជិជមាន 𝑙1 , 𝑙2 , … , 𝑙𝑛   ដដល  𝑙𝑖

𝑛
𝑖=1 = 1 ។ ដយើងក្នំត់អនគុម្ន ៍𝑀 ដលើ ℝ∗ ដោយ 

𝑀 𝑎 =   𝑙𝑖𝑎𝑖
𝛼

𝑛

𝑖=1

 

1
𝛼

 

ដគដៅ 𝑀 𝛼  ថា ម្ធយម្លំោប់ 𝛼 ននបណាត ចំននួ 𝑎𝑖  ផេំនងឹដម្គុណ 𝑙𝑖 ។ 

គ្ទឹសតីបទ វសិមភាពមធ្យមលំដាប់ 𝛼  
ដគដោយ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 មិ្នដសមើគ្នន ទំងអស់ នងិ 𝑙1 , 𝑙2 , … , 𝑙𝑛 > 0 ដដល 𝑙1 + 𝑙2 +

⋯ + 𝑙𝑛 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា អនគុម្ន ៍𝑀 𝛼  ដក្ើនោច់ខាតដលើ ℝ មាននយ័ថា 
ចំដ ោះរគប់ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 នងិ 𝛼 < 𝛽 ដគមាន 𝑀 𝛼 ≤ 𝑀 𝛽  ដោយអងគទំងពរីដសមើ
គ្នន  ទល់ដតនងិនាដំោយ 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛  ។ 

281. ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 0 ដគមាន 
min 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ≤ 𝑀 −1 ≤ 𝑀 0 ≤ 𝑀 1 ≤ 𝑀 2 ≤ max 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  

 រ ឺ
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min 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ≤
𝑛

1
𝑎1

+
1
𝑎2

+ ⋯ +
1
𝑎𝑛

≤  𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 
1
𝑛 ≤

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛

≤  
𝑎1

2 + 𝑎2
2 + ⋯ + 𝑎𝑛

2

𝑛
 

ដ ើយសម្ភាពដក្ើតមាន ដពល 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛  ។ 

282.  (មអៀរ ៉ាង់ ១៩៩៨)  
ដគដោយ 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 , 𝑥4 > 0 ដដល 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑥𝑖
3

4

𝑖=1

≥ max   𝑥𝑖

4

𝑖=1

;  
1

𝑥𝑖

4

𝑖=1

  

283. ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
8 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 2 ≥ 9 𝑥2 + 𝑦𝑧  𝑦2 + 𝑧𝑥  𝑧2 + 𝑥𝑦  

284. ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 > 1 នងិ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ដដល 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 1 
ចូរបង្ហា ញថា 

𝑥1

 1 − 𝑥1

+
𝑥2

 1 − 𝑥2

+ ⋯ +
𝑥𝑛

 1 − 𝑥𝑛

≥
 𝑥1 +  𝑥2 + ⋯ +  𝑥𝑛

 𝑛 − 1
 

285. (ទរួគី ១៩៩៧)  
ដគដោយចំននួគត់ 𝑛 ≥ 2 ។ ចូរគណនាតនំលតូចបំផុតនន 

𝑥1
5

𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ + 𝑥𝑛
+

𝑥2
5

𝑥1 + 𝑥3 + ⋯ + 𝑥𝑛
+ ⋯ +

𝑥𝑛
5

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1
 

ដដល 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ដ ើយ 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2 = 1 ។ 

 
 

286. (វសិមភាព )  
តាង 𝑥; 𝑦; 𝑧  ជាចំននួពតិមិ្នអវជិជមាន។ ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ 𝑟 > 0 ដយើងមាន 

𝑥𝑟 𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 + 𝑦𝑟 𝑦 − 𝑧  𝑦 − 𝑥 + 𝑧𝑟 𝑧 − 𝑥  𝑧 − 𝑦 ≥ 0 
រ ឺ

 𝑥𝑟 𝑥 − 𝑦 (𝑥 − 𝑧)

cyclic

≥ 0 
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287. 1) ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3𝑎𝑏𝑐 ≥ 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑏𝑐 𝑏 + 𝑐 + 𝑐𝑎 𝑐 + 𝑎 

≥ 2  𝑎𝑏 3/2 +  𝑏𝑐 3/2 +  𝑐𝑎 3/2  
2) តាង 𝑡 ∈  0; 3 ។ ចំដ ោះរគប់ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 0 ចូរបង្ហា ញថា 

 3 − 𝑡 + 𝑡 𝑎𝑏𝑐 2/𝑡 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  
3) បង្ហា ញថា 

5

2
+

1

2
 𝑎𝑏𝑐 4 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  

2 +  𝑎𝑏𝑐 2 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  
1 + 2𝑎𝑏𝑐 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  

288. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0។ ចូរបង្ហា ញថា 
1) 𝑏 + 𝑐

𝑎2 + 𝑏𝑐
+

𝑐 + 𝑎

𝑏2 + 𝑐𝑎
+

𝑎 + 𝑏

𝑐2 + 𝑎𝑏
≤

1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
 

2) 𝑎2 + 𝑏𝑐

𝑏 + 𝑐
+

𝑏2 + 𝑐𝑎

𝑐 + 𝑎
+

𝑐2 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
≥ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

289. 1) តាង 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑏1 , 𝑏2 ជាចំននួពតិវជិជមាន ដដល 𝑎1 + 𝑎2 = 𝑏1 + 𝑏2 នងិ max 𝑎1 , 𝑎2 ≥

max 𝑏1 , 𝑏2 ។ តាង 𝑥 នងិ 𝑦 ជាចំននួពតិមិ្នអវជិជមាន។ ចូរបង្ហា ញថា 
𝑥𝑎1𝑦𝑎2 + 𝑥𝑎2𝑦𝑎1 ≥ 𝑥𝑏1𝑦𝑏2 + 𝑥𝑏2𝑦𝑏1  

2) (វសិមភាព )  
តាង 𝑎1; 𝑎2; 𝑎3; 𝑏1; 𝑏2; 𝑏3 ជាចំននួពតិ ដដល 

𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ 𝑎3 ≥ 0; 𝑏1 ≥ 𝑏2 ≥ 𝑏3 ≥ 0; 
𝑎1 ≥ 𝑏1; 𝑎1 + 𝑎2 ≥ 𝑏1 + 𝑏2; 
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 

ក្រណីដនោះ ដគថាសវវតី  𝑎1; 𝑎2; 𝑎3  លប់ ដលើសវវតី  𝑏1; 𝑏2; 𝑏3 ។ 
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិវជិជមាន 𝑥; 𝑦; 𝑧 ដគមាន 

 𝑥𝑎1𝑦𝑎2𝑧𝑎3

sym

≥  𝑥𝑏1𝑦𝑏2𝑧𝑏3

sym

 

290. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាចំននួវជិជមាន ដដល 𝑎𝑏𝑐 = 1 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
1

𝑎 + 𝑏 + 1
+

1

𝑏 + 𝑐 + 1
+

1

𝑐 + 𝑎 + 1
≤ 1 

291. ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
3

2
 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 𝑑3 ≥ 𝑎𝑏 𝑐𝑑 + 𝑎𝑐 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑 𝑏𝑐 + 𝑏𝑐 𝑑𝑎 + 𝑏𝑑 𝑐𝑎 + 𝑐𝑑 𝑎𝑏 
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292. (មអៀរ ៉ាង់ ១៩៩៦)  
តាង 𝑥; 𝑦; 𝑧 ជាចំននួពតិវជិជមាន។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  
1

 𝑥 + 𝑦 2
+

1

 𝑦 + 𝑧 2
+

1

 𝑧 + 𝑥 2
 ≥

9

4
 

293. តាង 𝑥; 𝑦; 𝑧 ជាចំននួពតិវជិជមាន ដដល 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 1។ ចូរបង្ហា ញថា 
1

𝑥 + 𝑦
+

1

𝑦 + 𝑧
+

1

𝑧 + 𝑥
≥

5

2
 

294.  (អន្តរជាតិសតលីស  ១៩៩០)  
ចូរបង្ហា ញថា ចំដ ោះរគប់ចំននួពតិ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ដយើងមាន  

 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2  𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2  𝑐2 + 𝑐𝑎 + 𝑎2 ≥  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 3 
295.  (មអៀរ ៉ាង់ ១៩៩៦)  

ដគដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  

1

 𝑥 + 𝑦 2
+

1

 𝑦 + 𝑧 2
+

1

 𝑧 + 𝑥 2
 ≥

9

4
 

296.  (ជប៉ាុន្ ១៩៩៧)  
ដគដោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 ។ ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 2

 𝑏 + 𝑐 2 + 𝑎2
+

 𝑐 + 𝑎 − 𝑏 2

 𝑐 + 𝑎 2 + 𝑏2
+

 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 2

 𝑎 + 𝑏 2 + 𝑐2
≥

3

5
 

 វសិមីការ 

ដោោះរាយវសិមី្ការ 
297. 𝑥3 − 3𝑥2 − 10𝑥 + 24 > 0 
298. 𝑥3 + 4𝑥2 + 5𝑥 + 2 ≤ 0 
299. 2𝑥3 − 3𝑥2 + 7𝑥 − 3 > 0 
300. 𝑥4 − 3𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥 − 2 ≥ 0 
301. 𝑥4 + 6𝑥3 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 5 < 0 
302. 3𝑥4 − 10𝑥2 + 3 > 0 
303. 3𝑥2 𝑥 − 4 2 < 32 − 5 𝑥 − 2 2 
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304.  𝑥2 − 𝑥 2 +  𝑥2 − 𝑥 + 2 ≥ 0 
305. 𝑥 𝑥 + 1  𝑥 + 2  𝑥 + 3 < 48 
306.  𝑥 + 1 4 > 2 1 + 𝑥4  
307. 𝑥4 − 𝑥3 − 10𝑥2 + 2𝑥 + 4 < 0 

308. 1

𝑥
<

2

𝑥 − 2
 309. 𝑥 + 4

𝑥 − 2
<

2

𝑥 + 1
 

310. 1

𝑥 + 1
−

1

𝑥
≤

1

𝑥 − 1
−

1

𝑥 − 2
 

311. 𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑥 − 1
+

𝑥2 − 3𝑥 + 1

𝑥 − 3
> 2𝑥 −

1

4𝑥 − 8
 

312. 𝑥3 − 2𝑥2 + 5𝑥 + 2

𝑥2 + 3𝑥 + 2 
≥ 1 

313. 1

𝑥 + 5
+

1

𝑥 − 7
+

1

𝑥 − 5
+

1

𝑥 + 7
> 0 

314. 1

𝑥2 + 𝑥
≤

1

2𝑥2 + 2𝑥 + 3
 

315. 1

𝑥 − 1
−

4

𝑥 − 2
+

4

𝑥 − 3
−

1

𝑥 − 4
<

1

30
 

316. 4𝑥 − 17

𝑥 − 4
+

10𝑥 − 13

2𝑥 − 3
>

8𝑥 − 30

2𝑥 − 7
+

5𝑥 − 4

𝑥 − 1
 

317. 𝑥2 +
𝑥2

 𝑥 + 1 2
<

5

4
 318. 𝑥2 +

4𝑥2

 𝑥 − 2 2
≤ 5 

319.  𝑥 + 1 4

𝑥(𝑥2 + 1)
>

128

15
 

320. 𝑥3 −
1

𝑥3
≥ 4  𝑥 −

1

𝑥
  

321. 𝑥 + 6

𝑥 − 6
 
𝑥 − 4

𝑥 + 4
 

2

+
𝑥 − 6

𝑥 + 6
 
𝑥 + 9

𝑥 − 9
 

2

<
2𝑥2 + 72

𝑥2 − 36
 

322.  𝑥3 − 𝑥 ≤ 𝑥 323. 4

 𝑥 + 1 − 2
≥  𝑥 − 1  
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324.  𝑥 − 1  𝑥2 − 𝑥 − 2 ≥ 0 325.  
𝑥 − 2

1 − 2𝑥
> −1 

326.  4 − 𝑥2 +
 𝑥 

𝑥
≥ 0 327.  1 − 𝑎  2𝑥 + 1 < 1 

328.  𝑥 + 1 >  3 − 𝑥 329.  𝑥 + 2 ≥  𝑥 − 𝑎 

330.  24 − 10𝑥 > 3 − 4𝑥 331. 𝑥 >  1 − 𝑥 

332. 𝑥 >  24 − 5𝑥 333.  
1

𝑥2
−

3

4
<

1

𝑥
−

1

2
 

334.  4 −  1 − 𝑥 −  2 − 𝑥 > 0 

335.  𝑥2 + 𝑥 − 12 < 𝑥 336. 1 −  13 + 3𝑥2 ≤ 2𝑥 

337.  𝑥2 + 𝑥 > 1 − 2𝑥 338. 4 − 𝑥 <  𝑥2 − 2𝑥 

339.  𝑥 + 3 >  𝑥 − 1 +  𝑥 − 2 

340. 𝑥 − 2

 2𝑥 − 3 − 1
< 4 341. 2 −  𝑥 + 3

𝑥 − 1
> −

1

3
 

342.  𝑥 + 2 −  5𝑥 > 4𝑥 − 2 343.  𝑥 + 1 + 1 < 4𝑥2 +  3𝑥 

344.  24 + 2𝑥 − 𝑥2

𝑥
< 1 

345. 2  𝑥 +  𝑥2 + 4𝑥 + 3 < 3  𝑥 + 1 +  𝑥 + 3 − 2  

346.  ចូរបង្ហា ញថាព ុធា 𝑃 𝑥 = 𝑥8 − 𝑥5 + 𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ។ 
347.  សនមតថា 𝑃 𝑥 = 𝑎0𝑥𝑚 + 𝑎1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝑥 + 𝑎𝑚  នងិ 𝑄 𝑥 = 𝑏0𝑥𝑛 +

𝑏1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑏𝑛−1𝑥 + 𝑏𝑛 , 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑄 𝑥 ≢ 0 ។ ចូរបង្ហា ញថាវសិម្ភាព 𝑃 𝑥 𝑄 𝑥  >

0 នងិ 𝑃 𝑥 𝑄 𝑥 > 0 សម្មូ្លគ្នន ។ 
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348.  ដោយដងឹថា 𝑓 −1 < 1, 𝑓 1 > −1 , 𝑓 3 < −4 ដដល 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 𝑎 ≠ 0  
ចូរក្នំត់សញ្ញា របស់ 𝑎 ។ 

349.  (អន្តរជាតិ ១៩៦០)  
ដោោះរាយវសិមី្ការ 

4𝑥2

 1 −  1 + 2𝑥 
2 < 2𝑥 + 9 

350.  (អន្តរជាតិ ១៩៦២)  
ដោោះរាយវសិមី្ការ 

 3 − 𝑥 −  𝑥 + 1 >
1

2
 

351.  ដោោះរាយវសិមី្ការ 
 9𝑥2 + 16 ≥ 2 2𝑥 + 4 + 4 2 − 𝑥 

 ត្រព័នធវសិមីការ 

352*.  ដោោះរាយរបពន័ធវសិមី្ការ 

 

𝑥 + 𝑦 ≤ 2,
𝑥 + 𝑦 ≥ 1,

𝑥 ≥ 0,
𝑦 ≥ 0

   

ដដលក្នវងដនាោះ 𝑧 = 2𝑥 + 3𝑦 មានតនំលធបំំផុត។ 
353.  ចូរក្នំត់រសឺគត់ធម្មជាតរិបស់របពន័ធ 

 

𝑥 = 𝑦 + 2
𝑥𝑦 ≤ 17
𝑦 + 1

𝑥 + 2
<

1

2

  

354.  ចូរក្នំត់តនំលរបស់ 𝑎 ដដលសំនុ ំ
  𝑥; 𝑦  𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 ≤ 1 ∩   𝑥; 𝑦  𝑥 − 𝑦 + 𝑎 ≥ 0  

មានចំនចុដតមួ្យគត់។ ចូរក្នំត់ចំនចុដនាោះ។ 
355.  ចូរក្នំត់ 𝑥; 𝑦  ដដល 

 
𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 12 = 0

𝑥2 + 4𝑦2 ≤ 60
𝑥 ∈ ℤ
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356.  ដោោះរាយរបពន័ធវសិមី្ការ 

 
 4 − 3𝑥 ≥ 𝑥

 𝑥 +  𝑥 − 1 < 5
  

357. ដោោះរាយរបពន័ធសមី្ការ 

 

𝑥3 + 𝑥2 13 − 𝑦 − 𝑧 + 𝑥 2𝑦 + 2𝑧 − 2𝑦𝑧 − 26 + 5𝑦𝑧 − 7𝑦 − 7𝑧 + 30 = 0   (1)

𝑥3 + 𝑥2 17 − 𝑦 − 𝑧 − 𝑥 2𝑦 + 2𝑧 + 2𝑦𝑧 − 26 − 3𝑦𝑧 + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0    (2)

𝑥2 − 11𝑥 + 28 ≤ 0   (3)

  

358. ចូរក្នំត់ 𝑎 ដដើម្បីដោយរបពន័ធខាងដរកាម្មានរសឺ 

 
𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 7𝑦2 ≥

1 − 𝑎 

𝑎 + 1
3𝑥2 + 10𝑥𝑦 − 5𝑦2 ≤ −2

  

 
 
 
 



លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ | I. គណ្នា 39 

 

២. អនគុមន៍

អុ៊ិចស្ប៉ូណង់ស្សែល-

លោការតី 

 

. គណ្នា 

គណនា 
359. 25log 5 3 360. 𝑒ln ln 3 361. ln 𝑎𝑏 − ln 𝑏  
362. log𝑎 𝑏2 + log𝑎2 𝑏4 363. 2

1
log 3 2 

364. log2 25

log2 5
 365. log3 5 . log4 9 . log5 2 

366.  log0,5
2 4 367. 𝑎 log 𝑎 𝑏 − 𝑏 log 𝑏 𝑎   

368. ចូរគណនា log30 8 ប ើ log30 3 = 𝑐, log30 5 = 𝑑 ។ 
369. ចូរគណនា log9 40 ប ើ log 15 = 𝑐, log20 50 = 𝑑 ។ 
370. ចូរគណនា log 0,175 4 ប ើ log 196 = 𝑐, log 56 = 𝑑 ។ 
371. គណនា 

log2 24

log96 2
−

log2 192

log12 2
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 សមភាព 

372. ចូរ ង្ហា ញថា ប ើ 𝑎 = log12 18 , 𝑏 = log24 54 បនាោះ 𝑎𝑏 + 5 𝑎 − 𝑏 = 1 ។ 

III. សមីការ 

ប ោះស្រាយសមីការ 
373. 4𝑥+1,5 + 9𝑥 = 6𝑥+1 
374. 252𝑥−𝑥2+1 + 92𝑥−𝑥2+1 = 34.152𝑥−𝑥2  
375. 22𝑥2

+ 2𝑥2+2𝑥+2 = 25+4𝑥  

376.   5 2 − 7 

𝑥

+ 6   5 2 + 7 

𝑥

= 7 

377. 32𝑥2
− 2.3𝑥2+𝑥+6 + 32 𝑥+6 = 0 

378. 𝑥2 . 2 2𝑥+1−1 + 2𝑥 = 2 2𝑥+1+1 + 𝑥2 . 2𝑥−2 
379. 4log 64 𝑥−3 +log 2 5 = 50 
380. 𝑥 log 𝑥 1−𝑥 2  = 9 
381. log3 𝑥2 + 4𝑥 + 12 = 2 
382. log3 𝑥 + log9 𝑥 + log27 𝑥 = 5,5 
383. log2 3 − 𝑥 + log2 1 − 𝑥 = 3 
384. log 𝑥 − 3 + log 𝑥 + 6 = log 2 + log 5 
385. log 𝑥 − 4 + log 𝑥 + 3 = log 5𝑥 + 4  
386. ln 𝑥3 + 1 − 0,5 ln 𝑥2 + 2𝑥 + 1 = ln 3 
387. log5 𝑥 − 2 + 2 log5 𝑥3 − 2 + log5 𝑥 − 2 −1 = 4 
388. 2 log3 𝑥 − 2 + log3 𝑥 − 4 2 = 0 
389. log2 𝑥 + 2 2 + log2 𝑥 + 10 2 = 4 log2 3 

390. log2

𝑥 − 2

𝑥 − 1
− 1 = log2

3𝑥 − 7

3𝑥 − 1
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391. 2 log2

𝑥 − 7

𝑥 − 1
+ log2

𝑥 − 1

𝑥 + 1
= 1 

392. log3 5𝑥 − 2 − 2 log3  3𝑥 + 1 = 1 − log3 4 
393. log 3𝑥 − 2 − 2 =

1

2
log 𝑥 + 2 − log 50 

394. log2  1 +
4

𝑥
 + log2  1 −

4

𝑥 + 4
 = 2 log2  

2

𝑥 − 1
− 1  

395. log2 𝑥4 + log𝑎 𝑥2 = 1 

396. log2 𝑥 − 1 − log 2  𝑥 + 3 = log8 𝑥 − 𝑎 3 + log1/2 𝑥 − 3  

397. log2 6𝑥2 + 25𝑥 = 1 + log2 𝑎𝑥 + 4𝑎 − 2  

398. log3 𝑥 log4 𝑥 log5 𝑥 = log3 𝑥 log4 𝑥 + log4 𝑥 log5 𝑥 + log5 𝑥 log3 𝑥 

399.  log3

3

𝑥
 log2 𝑥 − log3

𝑥3

 3
=

1

2
+ log2  𝑥 

400. log 10𝑥2 log 𝑥 = 1 

401. 
log2 𝑥 − 1

log2
𝑥
2

= 2 log2  𝑥 + 3 − log2
2 𝑥 

402. 2 log9 𝑥 + 9 log𝑥 3 = 10 

403. log𝑥(125𝑥) log25
2 𝑥 = 1 

404. log𝑥  5 + log𝑥 5𝑥 =
9

4
+ log𝑥

2  5 

405. log log 𝑥 + log log 𝑥3 − 2 = 0 

406. log3𝑥+7 9 + 12𝑥 + 4𝑥2  = 4 − log2𝑥+3 6𝑥2 + 23𝑥 + 21  

407. log2 4 − 𝑥 + log 4 − 𝑥 log  𝑥 +
1

2
 − 2 log2  𝑥 +

1

2
 = 0 

408.  𝑥2 log𝑥 27 log9 𝑥 = 𝑥 + 4 
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409. log𝑥 2 − log4 𝑥 +
7

6
= 0 

410. log0,5𝑥 𝑥2 − 14 log16𝑥 𝑥3 + 40 log4𝑥  𝑥 = 0 

411. 4 log𝑥
2
 𝑥 + 2 log4𝑥 𝑥2 = 3 log2𝑥 𝑥3 

412. log3𝑥  
3

𝑥
 + log3

2 𝑥 = 1 

413.  log1/ 1+𝑥 10 log 𝑥2 − 3𝑥 + 2 =  log 𝑥 − 3  log1/ 1+𝑥 10 − 2 

414. log𝑥 2𝑎 − 𝑥 

log𝑥 2
+

log𝑎 𝑥

log𝑎 2
=

1

log𝑎2−1 2
 

415. log𝑎2 𝑥 𝑎

log2𝑥 𝑎
+  log𝑎𝑥 𝑎 log1

𝑎
2𝑥 = 0 

416.  1 + log0,04 𝑥 +  3 + log0,2 𝑥 = 1 

417.  2 − log𝑥 9 = −
 12

log3 𝑥
 

418. log𝑥 𝑥2 + 1 =  log 𝑥 𝑥2 1 + 𝑥2  + 4 

419.  log2 𝑥 − 0,5 = log2  𝑥 

420. log 3𝑥 − 24−𝑥  = 2 +
1

4
log 16 −

𝑥

2
log 4 

421. log3  log9 𝑥 +
1

2
+ 9𝑥 = 2𝑥 

422. log3  3𝑥2−13𝑥+28 +
2

9
 = log5 0,2 

423. log 2 + log 4𝑥−2 + 9 = 1 + log 2𝑥−2 + 1  

424. log 6.5𝑥 + 25.20𝑥 = 𝑥 + log 5 

425. log 5 4𝑥 − 6 − log5 2𝑥 − 2 2 = 2 
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426. 𝑥 1 − log 5 = log 4𝑥 − 12  

427. log2 4𝑥 + 1 = 𝑥 + log2 2𝑥+3 − 6  

428. log3 9𝑥 + 9 = 𝑥 − log1
3

 28 − 2.3𝑥  

429. log2  
8

2𝑥
− 1 = 𝑥 − 2 

430. log1/3  2  
1

2
 

𝑥

− 1 = log1/3   
1

4
 

𝑥

− 4  

431.  𝑥 + 1 log  𝑥+1 = 100 𝑥 + 1  

432. 𝑥
log 𝑥+5

3 = 105+log 𝑥  

433. 3log 𝑥 = 54 − 𝑥log 3 

434. log2(9 − 2𝑥) = 10log  3−𝑥  

435.  𝑥 − 1 log 2 𝑥−log 𝑥2
=  𝑥 − 1 3 

436.  3𝑥2−7,2𝑥+3,9 − 9 3 log 7 − 𝑥 = 0 

437. 3.2log 𝑥 3𝑥−2 + 2.3log 𝑥 3𝑥−2 = 5.6^ log𝑥2 (3𝑥 − 2) 

438.  1 − log1/5 𝑥 + 2 =  3 − log1/5 𝑥  

439. log4 6 +  𝑥 −   𝑥 − 2  =
1

2
+ log2   𝑥 −   𝑥 − 2   

440. 5𝑥 + 12𝑥 = 13𝑥  

441. 3𝑥 + 4𝑥 + 5𝑥 = 6𝑥  

442. 2𝑥 = 1 − 𝑥 

443. log2 4 − 𝑥 = 𝑥 − 3 
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444. ប យដងឹថា 𝑥 = 9 ជារសឺមួយនៃសមីការ 

log𝜋(𝑥2 + 15𝑎2) − log𝜋(𝑎 − 2) = log𝜋

8𝑎𝑥

𝑎 − 2
 

ចូរកៃំត់រសឺបសេងប ៀតនៃសមីការបៃោះ។ 
 

IV. ត្រព័នធសមីការ 

ប ោះស្រាយស្រ ពៃ័ធសមីការ 
445. 

 
log𝑎2 𝑥 − log𝑎4 𝑦 = 3

log𝑎6 𝑥 + log𝑎8 𝑦 = 4
  

446. 
 
2𝑥+𝑦−1 + 2𝑥−𝑦+1 = 3
1

7
. 3𝑥 log 3 2 +𝑦 log 3 2−2 + 3𝑥 log 3 2−𝑦 log 3 2−2 =

1

7

  

447. 
 
101+log  𝑥+𝑦 = 50
log 𝑥 − 𝑦 + log 𝑥 + 𝑦 = 2 − log 5 

  

448. 
 
𝑥log 𝑥 2 = log3 𝑥 + 𝑦 

𝑥2 + 𝑦2 = 65
   

449. 
 
log2 𝑥 + 𝑦 − log3 𝑥 − 𝑦 = 1

𝑥2 − 𝑦2 = 2
  

450. 
 
 3𝑦2 + 1 log3 𝑥 = 1

𝑥2𝑦2+10 = 27
  

451. 
 
4−𝑦 log2 𝑥 = 4

log2 𝑥 + 2−2𝑦 = 4
  

452. 
 
𝑦 + log 𝑥 = 1
𝑥𝑦 = 0,01

  

453. 
 
𝑥log 𝑦 = 2
𝑥𝑦 = 20
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454. 
 

2𝑥 . 8−𝑦 = 2 2

log9

1

𝑥
+ 0,5 =

1

2
log3 9𝑦

  

455. 
  log𝑎 𝑥𝑦 − 2  log𝑎

4

9
 

−1

= −1

𝑥 + 𝑦 = 5𝑎

  

456. 
 

2 log𝑦 𝑥 + log𝑥 𝑦 = 5

𝑥𝑦 = 8
  

457. 
 
log𝑥 𝑦 + log𝑦 𝑥 = 2,5

𝑥 + 𝑦 = 𝑎2 + 𝑎
  

458. 
 

𝑥2

𝑦
+

𝑦2

𝑥
= 28

log9 𝑥 − log1
9
𝑦 = 1,5

  

459. 
 
log2 𝑦 = log4 𝑥𝑦 − 2 

log9 𝑥2 + log3(𝑥 − 𝑦) = 1
  

460. 
 2𝑥2+𝑦 = 4

𝑦2+𝑥
2

 𝑥𝑦 = 2
  

461. 
 4

𝑥
𝑦

−3𝑦/𝑥
= 16

 𝑥 −  2𝑦 =  12 −  8
  

462. 
 
𝑥 + 𝑦 = 4 +  𝑦2 + 2

log 𝑥 − 2 log 2 = log 1 + 0,5𝑦 
  

463. 
 

log3 log2 𝑥 + log1/3 log1/2 𝑦 = 1

𝑥𝑦2 = 4
  

464. 

 
 

 
1

3
 9
𝑦

= 9
𝑥

2𝑦

𝑥 + 3𝑦

𝑥
=

2𝑥

𝑦
− 4
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V. វសិមភាព 

465.  បតើមួយណាធជំាង រវាង 2300 ៃងិ 3200 ? 
466.  ចូរ ង្ហា ញថា 

log𝑛 𝑛 + 1 > log𝑛+1 𝑛 + 2  
ចំប ោះស្រគ ់ចំៃៃួគត់ធមមជាត ិ𝑛 > 1 ។ 

467.  ប យមិៃបស្រ ើតារាង ចូរ ង្ហា ញថា log4 9 > log9 25 ។ 
468.  បគបោយ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ។ ចូរ ង្ហា ញថា  

𝑥1
𝑥1 . 𝑥2

𝑥2 … 𝑥𝑛
𝑥𝑛 ≥  𝑥1 . 𝑥2 … 𝑥𝑛 

𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥𝑛
𝑛  

469.  (អាមេរចិ សតលីស១៩៩៩)  
បគបោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 1។ ចូរ ង្ហា ញថា 

𝑥𝑥2+2𝑦𝑧 𝑦𝑦2+2𝑧𝑥 𝑧𝑧2+2𝑥𝑦 ≥  𝑥𝑦𝑧 𝑥𝑦 +𝑦𝑧 +𝑧𝑥  

VI. វសិមីការ 

ប ោះស្រាយវសិមីការ 
470.  log1/5 2𝑥2 + 5𝑥 + 1 < 0 
471. log1/3 𝑥2 + 2𝑥 > 0 
472. log1/2 𝑥2 − 4𝑥 + 6 < −2 
473. log1/3

3𝑥 − 1

𝑥 + 2
< 1 

474. log0,25

35 − 𝑥2

𝑥
≥ −

1

2
 

475. log5(2𝑥 − 4) < log5(𝑥 + 3) 
476. log0,1 𝑥

2 + 𝑥 − 2 > log0,1(𝑥 + 3) 
477. log  𝑥2 − 3𝑥 + 4 − log  𝑥 + 1 > 0 
478. log1

2

 𝑥 + 1 ≤ log2 2 − 𝑥  
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479. log1/2

𝑥2 + 6𝑥 + 9

2(𝑥 + 1)
< − log2(𝑥 + 1) 

480. log(𝑥 − 2) + log 27 − 𝑥 < 2 

481. log(𝑥 − 1) + log(𝑥 − 2) < log(𝑥 + 2) 

482. log2(2 − 𝑥) + log1/2(𝑥 − 1) > log 2 3 

483. log1/5(2𝑥 + 5) − log1/5(16 − 𝑥2) ≤ 1 

484. log2  1 +
1

𝑥
 + log1/2  1 +

𝑥

4
  ≥ 1 

485. log7 𝑥 − log7(2𝑥 − 5) ≤ log7 2 − log7(𝑥 − 3) 

486. log1/3(𝑥 − 1) + log1/3(𝑥 + 1) + log 3(5 − 𝑥) < 1 

487. log2 𝑥2 + log2 𝑥 − 1 2 > 2 

488. log2 𝑥 + 3 log 𝑥 − 4 ≥ 0 

489. 1 − log4 𝑥

1 + log2 𝑥
≤

1

2
 

490. log1/3 𝑥 > log𝑥 3 −
5

2
 

491.  log2 𝑥 4 −  log1/2

𝑥5

4
 

2

− 20 log2 𝑥 + 148 < 0 

492.  2 log3
2 𝑥 − 3 log3 𝑥 − 8  2 log3

2 𝑥 − 3 log3 𝑥 − 6 ≥ 3 

493.  log2
2 𝑥 + 3 log2 𝑥 + 1  log2

2 𝑥 + 3 log2 𝑥 − 3 < 5 

494.  1,25 1− log 2 𝑥 2
<  0,64 2+log

 2 𝑥  

495. 22𝑥+1 − 21.  
1

2
 

2𝑥+3

+ 2 ≥ 0 

496. 0,1𝑥+1 < 0,8 + 2.10𝑥  
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497. 2𝑥 + 2−𝑥 < 3 

498. 34−3𝑥 − 35.33𝑥−2 + 6 ≥ 0 

499. 6

2𝑥 − 1
< 2𝑥  

500. 3log 𝑥+2 < 3log 𝑥2+5 − 2 

501.  
1

2
 

log 𝑥2

+ 2 > 3.2− log (−𝑥) 

502. log2 4𝑥 − 5.2𝑥 + 2 > 2 

503. log1/ 5 6𝑥+1 − 36𝑥 ≥ −2 

504. log 2 5𝑥 − 1 log 2

2 2

5𝑥 − 1
> 2 

505. log(1 + 2𝑥+1) >
 𝑥 log 2 log 4

log 8
+ log 3 

506.  log2

3 − 2𝑥

1 − 𝑥
< 1 

507.  log3 9𝑥 − 3 ≤ log3  𝑥 −
1

3
  

508.  9𝑥 + 3𝑥 − 2 ≥ 9 − 3𝑥  

509. log1/3 log4 𝑥2 − 5  > 0 

510. 
0,3

log 1
3

log 2
3𝑥+6
𝑥2+2 > 1  

511. log4/3  𝑥 + 3 − 𝑥 > 0 
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512. log1/2  5 − 𝑥 − 𝑥 + 1 > −3 

513. 𝑥 log 2 𝑥−2 >
𝑥

4
 

514. 𝑥 log 𝑥 2−3 log 𝑥+1 > 1000 

515.  𝑥 log 2  𝑥 ≥ 2 

516. log𝑎 (𝑥 − 1) + log𝑎 𝑥 > 2 

517. 1

5 − log𝑎 𝑥
+

2

1 + log𝑎 𝑥
< 1, 0 < 𝑎 < 1 

518. 3 log𝑎 𝑥 + 6

log𝑎
2 𝑥 + 2

> 1 

519. log𝑎 1 − 8𝑎−𝑥 ≥ 2(1 − 𝑥) 

520. logx−3 𝑥 − 1 < 2 

521. log𝑥 𝑥 + 2 > 2 

522. log2𝑥(𝑥2 − 5𝑥 + 6) < 1 

523. log𝑥+3(𝑥2 − 𝑥) < 1 

524. log3𝑥+5 9𝑥2 + 8𝑥 + 2 > 2 

525. log2𝑥+4 𝑥2 + 1 ≤ 1 

526. log𝑥

15

1 − 2𝑥
< −2 

527. log𝑥2 (3 − 2𝑥) > 1 
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528. logx2+3x(𝑥 + 3) < 1 

529. log2
3
 𝑥−2 

21−𝑥2
≥ 0 

530. log
log 2 

1
2
𝑥 

 𝑥2 − 10𝑥 + 22 > 0 

531.  𝑥 𝑥
2−𝑥−2 < 1 

532.  log2

𝑥

6
 
𝑥2−18𝑥+56

> 1 

533. log5 𝑥2 + 3 

4𝑥2 − 16𝑥
< 0 

534. −
log0,3 𝑥 − 1 

 2𝑥 − 𝑥2 + 8
≥ 0 

535. log0,5 𝑥 + 2

 2𝑥 − 1
> 0 

536. 3𝑥2 − 2𝑥 − 1

log3 𝑥 − 1 
< 0 

537. 25.2𝑥 − 10𝑥 + 5𝑥 > 25 

538. log5 𝑥 + log𝑥

𝑥

3
>

 log5 𝑥  2 − log3 𝑥 

log3 𝑥
 

539. 
1

log4
𝑥 + 1
𝑥 + 2

≤
1

log4 𝑥 + 3 
 

VII. ត្រព័នធវសិមីការ 

ប ោះស្រាយស្រ ពៃ័ធវសិមីការ 
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540.  

 
 
 

 
   𝑥 − 8  2 − 𝑥 

log0,3  
10
7

 log2 5 − 1  

≥ 0 

  2𝑥−3 − 31 > 0

  

541.  

 
 
 

 
  log2

2 𝑥 − 3 log2 𝑥 + 2

log5  
1
3

 log3 5 − 1  

≥ 0

  𝑥 −  𝑥 − 2 ≥ 0

   

542. 
  

1

81
 

8+log 𝑎 𝑥

>  
1

3
 

log 𝑎
2 𝑥

0 < 𝑥 < 1
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៣. ត្រីកោណមាត្រ 

 

I. គណ្នា 

543. ដោយដងឹថា sin𝛼 + cos𝛼 = 𝑎 គណនា ក)  sin𝛼 − cos𝛼 ; ខ) sin4 𝛼 + cos4 𝛼 
544. ដោយដងឹថា tan𝛼 + cot𝛼 = 𝑝 គណនា ក) tan2 𝛼 + cot2 𝛼 ; ខ)  tan3 𝛼 + cot3 𝛼 
545. គណនា sin  

𝜋

3
− 𝛼   ដបើ tan𝛼 = −

3

4
,

3𝜋

2
< 𝛼 < 2𝜋 ។ 

546. គណនា cos 70° + 𝛼   ដបើ sin(40° + 𝛼) = 𝑏, 0 < 𝛼 < 45° ។ 
547. គណនា sin 𝛼 + 𝛽 − 𝛾   ដបើ sin𝛼 =

12

13
, cos𝛽 =

8

17
; sin 𝛾 =

4

5
;  0 < 𝛼,𝛽, 𝛾 <

𝜋

2
 ។ 

548. គណនា sin 3𝛼 , cos 3𝛼 , tan 3𝛼  ដបើ cot𝛼 = 4/3,𝜋 < 𝛼 <
3

2
𝜋 ។ 

គណនា 

549. sin𝛼 + sin 3𝛼

cos𝛼 + cos 3𝛼
 550. cos 4𝛼 − cos 2𝛼

sin 2𝛼 + sin 4𝛼
 

551. sin𝛼 − 3 sin 2𝛼 + sin 3𝛼

cos𝛼 − 3 cos 2𝛼 + cos 3𝛼
 552. 2 sin 2𝛼 + 2 cos2 𝛼 − 1 

cos𝛼 − sin𝛼 − cos 3𝛼 + sin 3𝛼
 

553. cos
2𝜋

7
+ cos

4𝜋

7
+ cos

6𝜋

7
 

554. cos 0 + cos
𝜋

7
+ cos

2𝜋

7
+ ⋯+ cos

6𝜋

7
 

555. ដោយ sin𝛼 + cos𝛼 = 1,4, 0 < 𝛼 <
𝜋

4
 ។ គណនា  tan

𝛼

2
 ។ 

556. មុុំស្រួចវជិ្ជមាន 𝛼,𝛽, 𝛾 ដផទៀងផ្ទទ ត់ទុំនាក់ទុំនង  

tan
𝛽

2
=

1

3
cot

𝛼

2
, cot

𝛾

2
=

1

2
 3 tan

𝛼

2
+ cot

𝛼

2
  

គណនា 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 ។ 
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គណនាដោយមិនដ្បើតារាង 
557. cos 292°30′               558. cosec 10° −  3 sec 10°  

559. 2 cos 40° − cos 20°

sin 20°
 

560. −2 2 sin 10°  2 sin 35° −
sec 5°

2
−

cos 40°

sin 5°
  

561. cos2 73° + cos2 47° + cos 73° cos 47° 
562. sin 6° − sin 42° − sin 66° + sin 78° 

563. cos2 33° − cos2 57°

sin 21° − cos 21°
 564. 6 cos 40° − 8 cos3 40° 

565. tan6 20° − 33 tan4 20° + 27 tan2 20° − 3 
566. cot2 36° cot2 72° 
567. គណនា 

𝐴 = tan6
𝜋

18
+ tan6

5𝜋

18
+ tan6

7𝜋

18
 

568. គណនា 

𝑃 =  1 − 4 cos2
𝜋

1999
  1 − 4 cos2

2𝜋

1999
  1 − 4 cos2

3𝜋

1999
 …  1 − 4 cos2

999𝜋

1999
  

II. សមភាព 

បង្ហា ញរមភាព 
569. sin6 𝛼 + cos6 𝛼 + 3 sin2 𝛼 cos2 𝛼 = 1 

570. sin2 𝛼 − tan2 𝛼

cos2 𝛼 − cot2 𝛼
= tan6 𝛼 

571. ដោយ 𝛼,𝛽, 𝛾 ជាមុុំនន្តដីោណ។ ចូរបង្ហា ញថា sin𝛼 sin𝛽 − cos 𝛾 = cos𝛼 cos𝛽 ។  

បង្ហា ញរមភាព 
572.  cos𝛼 + sin𝛼 2 = 1 + sin 2𝛼 

573. 1 − sin𝛼 = 2 sin2  
𝜋

4
−
𝛼

2
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574. 
1 − 2 sin2 𝛼

2 cot  
𝜋
4 + 𝛼 cos2  

𝜋
4 − 𝛼 

= 1 

575. 1 − 2 sin2 𝛽

1 + sin 2𝛽
=

1 − tan𝛽

1 + tan𝛽
 

576. tan  
𝜋

4
+ 𝛼 =

1 + sin 2𝛼

cos 2𝛼
 

577. cos𝛼 + sin𝛼

cos𝛼 − sin𝛼
= tan 2𝛼 + sec 2𝛼 

578. sin4 𝛼 + 2 sin𝛼 cos𝛼 − cos4 𝛼

tan 2𝛼 − 1
= cos 2𝛼 

579. sin 𝛼 − 𝛽 sin 𝛼 + 𝛽 

1 − tan2 𝛼 cot2 𝛽
= − cos2 𝛼 sin2 𝛽 

580. 3 − 4 cos 2𝛼 + cos 4𝛼 = 8 sin4 𝛼 

581. cos4 𝛼 =
1

8
cos 4𝛼 +

1

2
cos 2𝛼 +

3

8
 

582. sin4 𝛼 + cos4 𝛼 =
1

2
 1 + cos2 2𝛼  

583. 4 sin6 𝛼 + cos6 𝛼 = 1 + 3 cos2 2𝛼 

584. 8  sin8
𝛼

2
+ cos8

𝛼

2
 = 1 + 6 cos2 𝛼 + cos4 𝛼 

 
បង្ហា ញរមភាព 
585. 2 sin𝛼 + sin 4𝛼

2 cos𝛼 + cos 3𝛼 
= tan 2𝛼 cos𝛼 

586. cos4 𝛼 − sin4 𝛼 + sin 2𝛼 =  2 cos  2𝛼 −
𝜋

4
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587. cos2 𝛼 + cos2  
𝜋

3
+ 𝛼 + cos2  

𝜋

3
− 𝛼 =

3

2
 

588. sin2 𝛼 + cos  
𝜋

3
− 𝛼 cos  

𝜋

3
+ 𝛼 =

1

4
 

589. log1/3 cos2 𝛼 + 𝛽 + cos2 𝛼 − 𝛽 − cos 2𝛼 cos 2𝛽 = 0 

590. cot2 2𝛼 − 1

2 cot 2𝛼
− cos 8𝛼 cot 4𝛼 = sin 8𝛼 

591. 16 sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° = 1 

592. sin2 𝛼 cos4 𝛼 =
1

16
+

1

32
cos 2𝛼 −

1

16
cos 4𝛼 −

1

32
cos 6𝛼 

593. sin 9𝛼 + 3 sin 7𝛼 + 3 sin 5𝛼 + sin 3𝛼 = 8 sin 6𝛼 cos3 𝛼 

594. tan 𝛼 − 𝛽 + tan 𝛽 − 𝛾 + tan 𝛾 − 𝛼 =  tan 𝛼 − 𝛽 tan 𝛽 − 𝛾 tan 𝛾 − 𝛼  

595.  1 + sin𝛼 −  1 − sin𝛼 = 2 sin
𝛼

2
; 0 ≤ 𝛼 ≤

𝜋

2
 

596. ចូរបង្ហា ញថា 

 2 +  2 + ⋯+  2 = 2 cos
𝑝

2𝑛 + 1
 

(កនុងដនាោះមានឬរ 𝑛 ដង) ចុំដ ោះ 𝑛 ∈ ℕ ។  
597.  ដគដោយ ចុំននួគត់វជិ្ជមាន 𝑛 ។ ចូរបង្ហា ញថា មានពហុធា 𝑇𝑛មួយ ដដល cos𝑛𝑥 =

𝑇𝑛 cos𝑥  ចុំដ ោះ្គប់ចុំននួពតិ 𝑥 ។ ពហុធា 𝑇𝑛  ដនោះ ដគដៅថា ពហុធា ។ 
598.  ដគដោយចុំននួពតិ 𝑥 ដផទៀងផ្ទទ ត់ 

 3 + 2 2 
𝑥

=   2 − 1 
𝑥

+ 3 
ចូរបង្ហា ញថា   2 + 1 

𝑥
= 2 cos

𝜋

9
 

599.  ចូរបង្ហា ញថា  

sin2
𝜋

7
+ sin2

2𝜋

7
+ sin2

3𝜋

7
=

7

4
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III. សមីោរ 

ដោោះ្ាយរមីោរ 
600. cos 1,5𝜋 + 𝑥 =  2 sin 𝑥 + 𝜋 cos𝑥 
601. 2 sin𝑥 cos𝑥 +  3 − 2 cos𝑥 −  3 sin𝑥 = 0 
602. sin 2𝑥 =  cos𝑥 − sin𝑥 2 603. tan3 3𝑥 − 2 sin3 3𝑥 = 0 
604. 2 tan𝑥 cos𝑥 + 1 = 2 cos𝑥 + tan 𝑥 
605. sin𝑥 + cos2 𝑥 = 1/4 606. 3 cos𝑥 = 2 sin2 𝑥 
607. 6 cos2 𝑥 + 13 sin𝑥 = 12 608. 3 cos2 𝑥 − 4 cos 𝑥 − sin2 𝑥 − 2 = 0 

609. cos4
𝑥

5
+ sin2

𝑥

5
= 1 610. sin𝑥 −

 2 cos𝑥 − 1 

2 cos𝑥 − 1
sin2 𝑥 = sin2 𝑥 

611. tan2 𝑥 − 4 tan 𝑥 + 3 = 0 612. 2 tan𝑥 − 2 cot𝑥 = 3 

613.  3

cos2 𝑥
= 4 tan 𝑥 614. 1

sin2 𝑥
= cot𝑥 + 3 

615. 2 cos𝑥  cos𝑥 −  8 tan𝑥 = 5 

616.  cos
𝜋

4
− sin

𝜋

6
  sec𝑥 + tan𝑥 = sin

𝜋

4
cos𝑥 

617. log2(3 sin𝑥) − log2 cos𝑥 − log2 1 − tan 𝑥 − log2(1 + tan𝑥) = 1 
618. sin4 2𝑥 + cos4 2𝑥 = sin 2𝑥 cos 2𝑥 
619. sin4 𝑥 + cos4 𝑥 − 2 sin 2𝑥 +

3

4
sin2 2𝑥 = 0 

620. sin4 𝑥 + cos4 𝑥 + sin 2𝑥 + 𝑎 = 0 

621. 1

sin2 𝑥 cos2 𝑥
+

2

sin𝑥 cos𝑥
− 4 = 0 

622. tan 5𝑥 + 2 sin 10𝑥 = 5 sin 5𝑥 

623. cos 2𝑥 − 3 sin 𝑥 + 2 = 0 

624. cos 10𝑥 + 12 + 4 2 sin 5𝑥 + 6 = 4 

625. 6 sin2 𝑥 + 2 sin2 2𝑥 = 5 
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626. cos3 𝑥 + cos2 𝑥 − 4 cos2
𝑥

2
= 0 

627. 4 cos𝑥  2 − 3 sin2 𝑥 = − 1 + cos 2𝑥  

628. tan3 𝑥 − 1 +
1

cos2 𝑥
− 3 cot  

𝜋

2
− 𝑥 = 3 

629. 8 cos4 𝑥 − 8 cos2 𝑥 − cos𝑥 + 1 = 0 

630. sin𝑥 = 5 cos𝑥 631. sin𝑥 − cos𝑥 = 0 

632. sin𝑥 + cos𝑥 = 0 633.  sin𝑥 = sin𝑥 + 2 cos𝑥 

634. cos2 𝑥 − 4 sin𝑥 cos𝑥 = 0 

635. sin𝑥 + sin 2𝑥 = cos𝑥 + 2 cos2 𝑥 

636. sin 2𝑥 − sin2 𝑥 = 2 sin𝑥 − 4 cos𝑥 

637. tan𝑥 + sin 𝜋 + 𝑥 = 2 sin2
𝑥

2
 

638.  1 + sin 2𝑥  cos𝑥 − sin𝑥 = cos𝑥 + sin𝑥 

639. 3 cos𝑥 − sin𝑥 = 1 + cos 2𝑥 − sin 2𝑥 

640. sin2 𝑥 + 3 sin𝑥 cos𝑥 + 2 cos2 𝑥 = 0 

641. 2 cos2 𝑥 + 3 sin 2𝑥 − 8 sin2 𝑥 = 0 

642. 3 sin2 𝑥 + 5 cos2 𝑥 − 2 cos 2𝑥 − 4 sin 2𝑥 = 0 

643. 2 sin2 𝑥 − 5 sin𝑥 cos𝑥 − 8 cos2 𝑥 = −2 

644. 1

cos𝑥
= 4 sin𝑥 + 6 cos𝑥 645. sin3 𝑥 + 4 cos3 𝑥 = 0 

646. sin2 𝑥  1 + tan 𝑥 = 3 sin𝑥  cos𝑥 − sin 𝑥 + 3 

647. sin4 𝑥 + sin3 𝑥 cos𝑥 + sin2 𝑥 cos2 𝑥 + sin𝑥 cos3 𝑥 + cos4 𝑥 = 1 

648.  3

2
cos𝑥 +

1

2
sin𝑥 =

 3

2
 649.  3 sin𝑥 + cos𝑥 =  2 
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650. sin 5𝑥 =  3 1 + cos 5𝑥  651. cos 𝑥 + sin𝑥 = 1 

652. sin𝑥 + cos𝑥 cot
𝑥

2
= − 3 653. sin 𝑥 tan 5𝑥 = cos𝑥 

654.  sin 2𝑥 +  3 cos 2𝑥 
2
− 5 = cos  

𝜋

6
− 2𝑥  

655. cos 6𝑥 + tan2 𝑥 + cos 6𝑥 tan2 𝑥 = 1 

656. tan 2𝑥 + tan𝑥

1 − tan 2𝑥 tan 𝑥
= −1 657. tan 3𝑥 − tan 2𝑥

1 + tan 3𝑥 tan 2𝑥
= 1 

658. 2 tan 3𝑥 − 3 tan 2𝑥 = tan2 2𝑥 tan 3𝑥 

659. cot𝑥 + cot 15° + cot 𝑥 + 25° = cot 15° cot𝑥 cot(𝑥 + 25°) 

660. sin𝑥 + tan
𝑥

2
= 0 661. 1 + cos𝑥 + tan

𝑥

2
= 0 

662. tan 2𝑥 + cot𝑥 = 4 sin 2𝑥 663. 15 cot
𝑥

2
+ 130 sin𝑥 =

53

3
tan

𝑥

2
 

664. 59

4
cos𝑥 + 6 sin 𝑥 tan

𝑥

2
= 4 tan𝑥 cot

𝑥

2
 

665. 2 sin2  𝑥 −
𝜋

4
 = 2 sin2 𝑥 − tan𝑥 

666. cos 3𝑥 = −2 cos 𝑥 667. cos 9𝑥 − 2 cos 6𝑥 = 2 

668. cos 4𝑥 = cos2 3𝑥 669. 3 sin
𝑥

3
= sin𝑥 

670. sin 6𝑥 + 2 = 2 cos 4𝑥 671. sin
3

2
𝑥 + 3 sin𝑥 = 3 sin

𝑥

2
 

672. sin 
𝜋

4
+

3

2
𝑥 = 2 sin  

3𝜋

4
+
𝑥

2
  

673. 3 cos𝑥 + 3 sin𝑥 + sin 3𝑥 − cos 3𝑥 = 0 

674. 𝑎 cos𝑥 + 𝑏 sin𝑥 = 𝑐,  𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0 

675. sin𝑥 + sin  𝑥 +
𝜋

4
 = 0 676. sin 4𝑥 − sin 2𝑥 = 0 
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677. sin2 𝑥 − cos2 𝑥 = cos
𝑥

2
 678. cos 2𝑥 − cos 6𝑥 = 0 

679. cos 3𝑥 − 4𝜋 = sin(𝜋 − 𝑥) 680. sin𝜋𝑥2 = sin𝜋(𝑥2 + 2𝑥) 

681. sin  𝑥 −
𝜋

6
 − sin  𝑥 +

2𝜋

3
 = cos  𝑥 +

𝜋

4
  

682. 1 + sin 2𝑥 =  sin 3𝑥
− cos 3𝑥 2 683. cos 5𝑥 + cos 7𝑥 = cos 𝜋 + 6𝑥  

684. cos𝑥 − cos 3𝑥

= 2 3 sin2 𝑥 685. sin𝑥 + sin 3𝑥 + 4 cos3 𝑥 = 0 

686. cos𝑥 − cos 2𝑥 = sin 3𝑥 687. sin𝑥 + 2 sin 2𝑥 = − sin 3𝑥 

688. sin𝑥 + sin 2𝑥

sin 3𝑥
= −1 689.  2 sin 10𝑥 + sin 2𝑥 = cos 2𝑥 

690. cot𝑥 sin 2𝑥 − cos 2𝑥 = 1 

691. tan 2𝑥 cos 3𝑥 + sin 3𝑥 +  2 sin 5𝑥 = 0 

692. 2 sin  𝑥 +
𝜋

3
 + 2 cos  

𝑥

2
+
𝜋

4
 = 3 sin  

𝑥

4
+
𝜋

8
 +  3 cos  

𝑥

4
+
𝜋

8
  

693. sin𝑥 + sin 2𝑥 + sin 3𝑥 + sin 4𝑥 = 0 

694. cos 9𝑥 − cos 7𝑥 + cos 3𝑥 − cos𝑥 = 0 

695. cos 5𝑥 − sin 5𝑥 = sin 7𝑥 − cos 7𝑥 

696. sin 7𝑥 + cos2 2𝑥 = sin2 2𝑥 + sin𝑥 

697. cos 2𝑥 − sin 3𝑥 − cos 8𝑥 = sin 10𝑥 − cos 5𝑥 

698. sin𝑥 + sin 2𝑥 + sin 3𝑥 = 1 + cos𝑥 + cos 2𝑥 

699. 5 sin𝑥 + 6 sin 2𝑥 + 5 sin 3𝑥 + sin 4𝑥 = 0 

700. cosec𝑥 − cosec 2𝑥 = cosec 4𝑥 
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701. tan 3𝑥 − tan𝑥 = 0 702. tan𝑥 + tan 2𝑥 − tan 3𝑥 = 0 

703. cos 3𝑥 cos 6𝑥
= cos 4𝑥 cos 7𝑥 704. sin 2𝑥 sin 6𝑥 = cos𝑥 cos 3𝑥 

705. cos 3𝑥 sin 7𝑥
= cos 2𝑥 sin 8𝑥 706. sin 5𝑥 cos 3𝑥 = sin 6𝑥 sin 2𝑥 

707. sin  𝜋𝑥 +
𝜋

4
 sin  𝜋𝑥 −

𝜋

12
 =

1

2
 

708. sin2 𝑥 + sin2 2𝑥 = sin2 3𝑥 

709. cos2 𝑥 + cos2 2𝑥 cos2 3𝑥 + cos2 4𝑥 = 2 

710. sin 7𝑥 + sin 9𝑥 = 2  cos2  
𝜋

4
− 𝑥 − cos2  

𝜋

4
+ 2𝑥   

711. sin2 2𝑥 + sin2 𝑥 =
9

16
 

712. sin𝑥 + sin 2𝑥 + sin 3𝑥 =
1

2
cot

𝑥

2
 

713. cos𝑥 + cos 2𝑥 + cos 3𝑥 = −0,5 

714. sin3 𝑥 cos 3𝑥 + cos3 𝑥 sin 3𝑥 + 0,375 = 0 

715. cos3 𝑥 cos 3𝑥 + sin3 𝑥 sin 3𝑥 =
 2

4
 

716. sin𝑥 sin  
𝜋

3
− 𝑥 sin  

𝜋

3
+ 𝑥 =

1

8
 

717. 8 cos𝑥 cos  
𝜋

3
− 𝑥 cos  

𝜋

3
+ 𝑥 + 1 = 0 

718. tan𝑥 tan  𝑥 +
𝜋

3
 tan  𝑥 +

2𝜋

3
 =  3 

719. sin 3𝑥 = 4 sin𝑥 cos 2𝑥 720. sin 3𝑥 cos𝑥 = 1,5 tan𝑥 

721. tan𝑥 cot 3𝑥 = 4 722. 6 tan𝑥 +
5

tan 3𝑥
= tan 2𝑥 

723. sin𝑥 cos𝑥 sin 3𝑥 − cos 3𝑥 sin2 𝑥 = 6 cot𝑥 
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724. 2 sin 3𝑥 sin𝑥 +  3 2 − 1 cos 2𝑥 = 3 

725. 2 cos 4𝑥 + 5 cos 2𝑥 − 1 = 2 sin2 𝑥 

726. 2 + cos 4𝑥 = 5 cos 2𝑥 + 8 sin6 𝑥 

727. tan2 𝑥 + cos 4𝑥 = 0 

728. tan𝑥 + cot𝑥 − cos 4𝑥 = 3 

729. sin 2𝑥 − 12 sin𝑥 − cos𝑥 + 12 = 0 

730. 
1

sin𝑥
+

1

sin  𝑥 −
3𝜋
2
 

= 4 sin  𝑥 +
5𝜋

4
  

731. 1 + tan𝑥 = 2 2 sin𝑥 

732. sin  𝑥 +
𝜋

4
 =

1

 2
 1 − sin𝑥 cos𝑥  

733. sin𝑥 + sin2 𝑥 + cos3 𝑥 = 0 

734. sin
 𝑥

2
+ cos

 𝑥

2
=  2 sin 𝑥 

735. sin2 𝑥 + 2 tan2 𝑥 +
4

 3
tan𝑥 − sin𝑥 +

11

12
= 0 

736. 8 cos𝑥 + 6 sin𝑥 − cos 2𝑥 − 7 = 0 

737. sin4 𝑥 + sin4  
𝑥

2
+
𝜋

8
 + cos4 𝑥 = 0,5 sin2 2𝑥 

738.  cos
𝑥

4
− 2 sin 𝑥 sin𝑥 +  1 + sin

𝑥

4
− 2 cos𝑥 cos𝑥 = 0 

739. 3sin 3𝑥 = cos 4𝑥 − sin 9𝑥 − cos 10𝑥 
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740. tan𝑥 +
1

9
cot𝑥 =  

1

cos2 𝑥
− 1 − 1 

741. sin𝑥 +  3 cos 𝑥 =  2 + cos 2𝑥 +  3 sin 2𝑥 

742.  2 cos 2𝑥 + 2 =
3

 1 + 4 cos 2𝑥
 

743.  sin𝑥 +  2
4

cos 𝑥 = 0 

744. sin𝑥 +  cos𝑥 = 0 

745. 2 cos𝑥 =  2 + 2 sin 2𝑥 

746.  cos2 𝑥 − cos2 3𝑥 = sin 2𝑥 

747. sin𝑥 +  3 cos 𝑥 =  0,5 + cos  
𝜋

6
− 𝑥  

748.  1 + 4 sin𝑥 cos 𝑥 = cos𝑥 − sin𝑥 

749.  cos 2𝑥 − sin 4𝑥 = sin𝑥 − cos𝑥 

750.  
1 + tan𝑥

1 − tan𝑥
= sin𝑥 + cos𝑥 

751. 4 sin 3𝑥 + 3 =  2 sin 3𝑥 + 2 

752.  13 − 18 tan𝑥 = 6 tan𝑥 − 3 

753.  1 + 8 sin 2𝑥 cos2 2𝑥 = 2 sin 3𝑥 + 𝜋/4  

754. 2 3 sin𝑥 =
3 tan𝑥

2 sin𝑥 − 1
−  3 

755.   3 cos𝑥 + sin𝑥 − 2 +  cot 3𝑥 + sin2 𝑥 −
1

4
= sin

3𝑥

2
+

1

 2
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756. log5 tan𝑥 =  log5 4 log4 3 sin𝑥  

757. log9 sin 2𝑥 = log3  
sin𝑥

5
 

758. 2cos 2𝑥 = 3.2cos 2 𝑥 − 4 

759. cot 2𝑥 = tan 2𝑥 + 2 tan 2𝑥+1 

760. 𝑥3 sin 2𝑥+2 =  𝑥 

 
761. ដតើរមីោរ 1 + cos 2𝑥 + sin 2𝑥 = 0 នងិរមីោរ 

1 +
1 − tan2 𝑥

1 + tan2 𝑥
+

2 tan𝑥

1 + tan2 𝑥
= 0 

ដចូគ្នន ដដររដឺទ? 
762. ចូរកុំនត់តុំនល 𝑝 ដដើមបីដោយរមីោរ  𝑝 cos𝑥 − 2 sin𝑥 =  2 +  2 − 𝑝 មានចុំដលើយ។ 
763. ចូរកុំនត់តុំនល 𝑎, 𝑏 ដដើមបីដោយរមីោរខាងដ្ោមពតិចុំដ ោះ្គប់ 𝑥  

𝑎 cos𝑥 − 1 + 𝑏2 = cos 𝑎𝑥 + 𝑏2 − 1 

IV. ត្រព័ន្ធសមីោរ 

ដោោះ្ាយ្បពន័ធរមីោរ 
764.  

𝑥 − 𝑦 = 6,5𝜋

3 cos2 𝑥 − 12 cos𝑦 = −4
  

765. 
 
 

 𝑥 + 𝑦 =
2

3
𝜋

sin𝑥

sin𝑦
= 2

  

766.  
𝑥 + 𝑦 = 𝜋/4
cos𝑥 + cos𝑦 = 𝑎

  

767.  
sin 3𝑥 cos 2𝑦 = 2𝑎 − cos 3𝑥 sin 2𝑦

cos 𝑥 − 𝑦 = 0,5
  

768. 

 
 
 

 
 

sin𝑥 sin𝑦 =
 3

4

cos𝑥 cos𝑦 =
 3

4
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769.  
tan 𝑥 + tan 𝑦 = 2
cos𝑥 cos𝑦 = 0,5

  

770.  
sin𝑥 cos𝑦 =

1

4
3 tan 𝑥 = tan𝑦

  

771.  
tan 𝑥 − 2 sin𝑦 = −2
5 tan𝑥 + 2 sin𝑦 = −4

  

772.  4 sin𝑦 − 6 2 cos𝑥 = 5 + 4 cos2 𝑦
cos 2𝑥 = 0

  

773.  

1

sin𝑥
− cos𝑦 =

𝑎 + 3

3

sin𝑥 cos𝑦 = −
𝑎

3

  

774.  

1

cos𝑥
− tan𝑦 = 2𝑎 + 2

tan𝑦 +  𝑎2 + 2𝑎 cos𝑥 = 0

  

775.  
sin2 −2𝑥 −  3 −  2 tan 5𝑦 =  3 2 − 1 /2

 3 −  2 sin −2𝑥 + tan2 5𝑦 =  3 2 − 1 /2
  

 

776. ដោោះ្ាយ្បពន័ធរមីោរ 
 
tan2 𝑥 + tan2 𝑦 + tan2 𝑧 = 𝑚2

tan3 𝑥 + tan3 𝑦 + tan3 𝑧 = 𝑚3
  

V. វសិមភាព 

777.  ចូរបង្ហា ញថា ចុំដ ោះ្គប់ 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
;
𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

3
 ដគមាន 

tan  
𝜋 sin𝑥

4 sin𝛼
 + tan  

𝜋 cos𝑥

4 cos𝛼
  > 1 

778.  ដគដោយ្តដីោណមិនដកង 𝐴𝐵𝐶 ។ ចូរបង្ហា ញថា 
 3 tan2 𝐴 tan2 𝐵 tan2 𝐶 − 5 tan2 𝐴 + tan2 𝐵 + tan2 𝐶 ≤ 9 + tan2 𝐵 tan2 𝐶 +
tan2 𝐶 tan2 𝐴 
779.  ចូរបង្ហា ញថា 

1 − sin
𝜋

14

2 sin
𝜋

14

>  3 cos
𝜋

7
 

780.  ដគដោយ 2𝑛 ចុំននួពតិ  𝑥1;𝑥2;… ; 𝑥2𝑛 ∈  
𝜋

6
,
𝜋

2
  ចូរកុំនត់តុំនលតូចបុំផុតនន 𝑛 ∈ ℕ∗ ដដល 
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𝑌 =   sin𝑥𝑖

2𝑛

𝑖=1

   
1

sin𝑥𝑖

2𝑛

𝑖=1

 = 1800 

781.  គណនាតុំនលធុំបុំផុតនន 
𝑇 = tan

𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
 

ដដល 𝐴,𝐵,𝐶 ជាមុុំបីនន្តដីោណមួយ។ 
782.  តាង 𝑛 ជាចុំននួគត់ធមមជាត ិនងិចុំននួពតិ 𝑥 ដដល 0 <  𝑛 + 1 𝑥 < 𝜋/2 ចូរបង្ហា ញថា 

 1 − cos𝑛 𝑥  1 + cos𝑛 𝑥 < tan𝑛𝑥 sin𝑥 
783.  ដគដោយ 𝐴,𝐵,𝐶 ជាមុុំកនុងនន្តដីោណមួយ។ ចូរបង្ហា ញថា 

27  tan
𝐴

2
tan2

𝐵

2
+ tan

𝐵

2
tan2

𝐶

2
+ tan

𝐶

2
tan2

𝐴

2
 < 4  cot

𝐴

2
+ cot

𝐵

2
+ cot

𝐶

2
  

784.  តាង 𝐴,𝐵,𝐶 ជាមុុំនន្តដីោណ 𝐴𝐵𝐶 ។ គណនាតុំនលធុំបុំផុតនន sin𝐶 ដបើ  
sin2 𝐴 + sin2 𝐵

sin2 𝐶
= 𝑚, 𝑚 >

1

2
 

785.  ដគដោយ អនគុមន ៍𝑓(𝑥) ដដល 𝑓 tan 2𝑥 = tan4 𝑥 + cot4 𝑥 ។ ចូរបង្ហា ញថា 𝑓 sin𝑥 +

𝑓 cos𝑥 ≥ 196 ។ 
786.  ដគដោយ្តដីោណ 𝐴𝐵𝐶 មាន 𝐴 > 𝐵 > 𝐶 ។ គណនាតុំនលតូចបុំផុតនន 

𝑦 =  
𝑥 − sin𝐴

𝑥 − sin𝐶
+  

𝑥 − sin𝐵

𝑥 − sin𝐶
− 1 

 

VI. វសិមីោរ 

ដោោះ្ាយវរិមីោរ 
787. 2 sin2 𝑥 +  3 sin𝑥 − 3 > 0 
788. cos 2𝑥 + 5 cos 𝑥 + 3 ≥ 0 
789. tan2 𝑥 +  2 −  3 tan𝑥 − 2 3 < 0 
790. cot2 𝑥 + cot𝑥 ≥ 0 
791. 2  2 − 1 sin 𝑥 − 2 cos 2𝑥 + 2 −  2 < 0 

792. cos𝜋𝑥 + sin  𝜋𝑥 −
𝜋

4
 > 0 
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793. cos3 𝑥 sin 3𝑥 + cos 3𝑥 sin3 𝑥 <
3

8
 

794. cos𝑥 cos 2𝑥 cos 3𝑥 ≤ 0 

795. sin4
𝑥

3
+ cos4

𝑥

3
>

1

2
 

796. sin6 𝑥 + cos6 𝑥 >
5

8
 

797. 8sin6 𝑥 − cos6 𝑥 > 0 

798. tan𝑥 tan 3𝑥 < −1 

799. 3 sin 2𝑥 − 1 > sin𝑥 + cos𝑥 

800. sin 2𝑥 >  2 sin2 𝑥 +  2 −  2 cos2 𝑥 , 0 < 𝑥 < 2𝜋 

801.  sin𝑥 > cos2 𝑥 

802.  5 − 2 sin𝑥 ≥ 6 sin𝑥 − 1 

803. 1 − cos𝑥 < tan 𝑥 − sin𝑥 

804. 91+sin 2 𝜋𝑥 + 30.9cos 2 𝜋𝑥 ≤ 117 

VII. ត្រព័ន្ធវសិមីោរ 

805. ចូរកុំនត់ 𝑚 ដដើមបីដោយ្បពន័ធមានររឺដតមួយគត់ 
 
 4 − 6𝑚 sin3 𝑥 + 3 2𝑚− 1 sin𝑥 + 2 𝑚 − 2 sin2 𝑥 . cos𝑥 −  4𝑚− 3 cos𝑥 = 0
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋/4
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៤. ពហុធា 

 

គណ្នា

806. កនំត់ពហុធា 𝑃 𝑥  ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់លកខខណ្ឌ  
𝑃 𝑢2 − 𝑣2 = 𝑃 𝑢 + 𝑣 .𝑃(𝑢 − 𝑣) 

ចំផ ោះគ្គប់ 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ  ។ 
807. កនំត់ពហុធា 𝑃 𝑥  ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់លកខខណ្ឌ  

𝑃 𝑥 + 1 = 𝑃 𝑥 + 2𝑥 + 1 
ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥 ∈ ℝ  ។ 
808. កនំត់ពហុធា 𝑃 𝑥  ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់លកខខណ្ឌ  

𝑃  𝑥 + 1 2 = 𝑃 𝑥2 + 2𝑥 + 1 
ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥 ∈ ℝ  ។ 

809. (កាណាដា ១៩៧០) 
ផគផោយពហុធា 

𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1 + 𝑎2𝑥

𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛  
ដែលមានផេគុណ្ 𝑎1 ,𝑎2 ,… ,𝑎𝑛  ជាចំននួគត់ ផហើយផោយែងឹថាមានចំននួគត់បួនផផេងគ្នា  𝑎, 𝑏, 𝑐 នងិ 
𝑑 ដែល 

𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑐 = 𝑓 𝑑 = 5 
ចូរបង្ហា ញថា គ្នា នចំននួគត់ 𝑘 េួយដែល 𝑓 𝑘 = 8 ។ 
810. ផគផោយពហុធាែផឺគ្កទី 𝑛 ≥ 1 មានផេគុណ្េិនអវជិ្ជមាន នងិ 𝑥1 ,𝑥2 ,… , 𝑥𝑛 ∈ ℝ+∗ ។ 

ចូរបង្ហា ញថា 

 𝑃  
𝑥2
𝑥1

  
2

+  𝑃  
𝑥3
𝑥2

  
2

+⋯+  𝑃  
𝑥𝑛

𝑥𝑛−1
  
2

+  𝑃  
𝑥1
𝑥𝑛

  
2

≥ 𝑛 𝑃 1  2 
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លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ | I. គណ្នា 71 

 

៥. សមីការអនគុមន៍ 

 

. គណ្នា  

811. ចូរកនំត់គ្គប់អនគុមន ៍𝑓: ℝ → ℝ ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់លកខខណ្ឌ   
𝑓 𝑓 𝑥 + 1 = 1 − 𝑥 

𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑥 
ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥 ∈ ℝ ។ 
812. ផគផោយអនគុមន�៍�: ℕ∗ →  ℝ ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់ 

a) 𝑓 1 = 2 
b) ចំផ ោះគ្គប់ 𝑛 > 1 

𝑓 1 + 𝑓 2 + ⋯ + 𝑓 𝑛 = 𝑛2𝑓 𝑛  
ចូរកនំត់ 𝑓 𝑛  ។ 
813. ផគផោយចំននួគត់វជិ្ជមាន 𝑛 ។ ចូរកនំត់អនគុមន ៍𝑓: ℝ → ℝ ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់ 

𝑓 𝑥𝑓 𝑦  = 𝑥𝑛𝑓 𝑓 𝑦   
ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  ។ 
814. ផគផោយផេរចំននួពតិបី 𝑎, 𝑏, 𝑐 ដែលមិនសនូយទំងបីគ្ពមគ្នា ។ ចូរកនំត់អនគុមន ៍𝑓: ℝ → ℝ  
ដែល 

𝑎𝑓 𝑥2 + 𝑦𝑧 + 𝑏𝑓 𝑦2 + 𝑧𝑥 + 𝑐𝑓 𝑧2 + 𝑥𝑦 = 0 
 ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ ។ 
815. ចូរកនំត់លកខខណ្ឌ ផលើចំននួវជិ្ជមាន 𝑝, 𝑞 ផែើមបីផោយផគោចរកបាននវូអនគុមន ៍𝑓: ℝ+ → ℝ+ 
ដែល 

𝑓 𝑥𝑓 𝑦  = 𝑥𝑝𝑦𝑞  
ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ ។ 
816. ចូរកនំត់គ្គប់អនគុមន ៍𝑓: ℤ → ℤ ដែល 

𝑓 𝑚 + 19 ≥ 𝑓 𝑚 + 19 
𝑓 𝑚 + 99 ≤ 𝑓 𝑚 + 99 
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ចំផ ោះគ្គប់ 𝑚 ∈ ℤ ។ 
817. ចូរកនំត់អនគុមន ៍𝑓: ℝ → ℝ ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់ 

𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑦𝑓 𝑦 − 𝑥 = 𝑓2 𝑥 + 𝑓2 𝑦  
ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  ។ 
818. ចូរកនំត់អនគុមន ៍𝑓: ℤ → ℤ ដែលផផទៀងផ្ទទ ត់លកខខណ្ឌ  

1) 𝑓 1 = 1 
2) 𝑓 𝑥 + 𝑦  𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦  = 𝑓 𝑥 − 𝑦  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦   

ចំផ ោះគ្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ ។ 
819. (កាណាដា ១៩៦៩) 
តាង 𝑓 ជាអនគុមនមួ៍យដែលមានលកខណ្ៈែចូតផៅផនោះ 

a) 𝑓 𝑛  មាននយ័ចំព ោះគ្រប ់ចំនួនរតវ់ជិ្ជមាន 𝑛 ; 
b) 𝑓(𝑛) ជាចំននួគត់; 
c) 𝑓 2 = 2; 
d) 𝑓 𝑚𝑛 = 𝑓 𝑚 𝑓 𝑛  ចំផ ោះគ្គប់ 𝑚 នងិ 𝑛 ; 
e) 𝑓 𝑚 > 𝑓 𝑛  ចំផ ោះគ្គប់ 𝑚 > 𝑛 ។ 

ចូរបង្ហា ញថា 𝑓 𝑛 = 𝑛 ។  
820. ផគផោយ 𝑓 𝑥  ជាអនគុមនដ៍ែលផផទៀងផ្ទទ ត់ 

0 < 2𝑓2 𝑥𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦3 + 𝑓 𝑥3 𝑓 𝑦 ,     ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 
𝑓 1999 > 0  

ចូរបង្ហា ញថា 𝑓 2000 > 0  ។ 
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១. អនគុមន៍ងាយ 

 គណ្នា 

1. 1 2 .  យយើងមាន 
: 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1 ⟹ 𝑎2 + 𝑏2 = 1 − 𝑐2  
: 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 ⟺ 𝑎 + 𝑏 = −𝑐 ⟹  𝑎 + 𝑏 2 = 𝑐2  ⟺ 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 = 𝑐2; 

⟹ 1 − 𝑐2 + 2𝑎𝑏 = 𝑐2  ⟹ 𝑎𝑏 =
2𝑐2−1

2
  

: 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 =  𝑎2 + 𝑏2 2 + 𝑐4 − 2 𝑎𝑏 2 =  1 − 𝑐2 2 + 𝑐4 − 2  
2𝑐2−1

2
 

2

= 𝑐4 − 2𝑐2 +

1 − 2𝑐4 + 2𝑐2 −
1

2
=

1

2
 ។ 

2. 𝑛 𝑛+1 (𝑛+2)

6
. 

3.  𝑛 𝑛+1 

2
 

2

 យយើងមាន 
 1 + 1 4 = 24 = 14 + 4.13 . 1 + 6.12 . 12 + 4.1.13 + 14 
 2 + 1 4 = 34 = 24 + 4.23 . 1 + 6.22 . 12 + 4.2.13 + 14 

… 
 𝑛 + 1 4 = 𝑛4 + 4. 𝑛3. 1 + 6. 𝑛2 . 12 + 4. 𝑛. 13 + 14 

បូកសមភាពទាំងអស់យនេះចូលគ្នន  យយើងទញបានផលបូកដដលចង់បាន។ 
4.4  គណុ 𝑆 នងឹ  2 − 1  យយើងទញបាន 

𝑆 = (2 − 1) 2 + 1  22 + 1  24 + 1 …  21024 + 1 + 1 
 =  22 − 1  22 + 1  24 + 1 …  21024 + 1 + 1 
 =  24 − 1  24 + 1 …  21024 + 1 + 1 
 ⋮ 
 =  21024 − 1  21024 + 1 + 1 
 = 22048 − 1 + 1 = 22048  
ដយូចនេះ 𝑆1/1024 = 4 ។ 
5. 𝑛 + 1 ! − 1  យយើងមាន 𝑘. 𝑘! =  𝑘 + 1 ! − 𝑘! ចាំយ េះ 𝑘 = 1,2,3 … ។ ដយូចនេះ 

1.1! + 2.2! + 3.3! + ⋯ +  𝑛 − 1 .  𝑛 − 1 ! + 𝑛. 𝑛! 
=  2! − 1! +  3! − 2! +  4! − 3! + ⋯ +  𝑛! −  𝑛 − 1 ! +   𝑛 + 1 ! − 𝑛!  
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=  𝑛 + 1 ! − 1 
6.  យយើងមាន 

𝑆. 2000! =  
2000

1
 +  

2000

3
 + ⋯ +  

2000

1997
 +  

2000

1999
  

=
1

2
  

2000

𝑖
 

2000

𝑖=1

=
1

2
 1 + 1 2000 = 21999 

𝑆 =
21999

2000!
  

រ ាំលកឹ៖ របូមនតយទេធាញវូតនុ 

 𝑎 + 𝑏 𝑛 =   
𝑛

𝑖
 𝑎𝑛−𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

7. 0  សនមតថា 𝑢, 𝑣, 𝑠, 𝑡 ជារសឺបួនននពហុធា 
𝑓 𝑥 = 𝑥4 − 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 − 𝑐𝑥 + 𝑑 

តាមទ្ទសឹតីបទដវែត យយើងទញបាន 
𝑢 + 𝑣 + 𝑠 + 𝑡 = 𝑎; 𝑢𝑣 + 𝑣𝑠 + 𝑠𝑡 + 𝑡𝑢 + 𝑢𝑠 + 𝑣𝑡 = 𝑏; 𝑢𝑣𝑠 + 𝑣𝑠𝑡 + 𝑠𝑡𝑢 = 𝑐, 𝑢𝑣𝑠𝑡 = 𝑑 

 
យោយ 𝑢 + 𝑣 + 𝑠 + 𝑡 = 0 យ េះ 𝑎 = 0 ។ ដយូចនេះ 𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 𝑏𝑥2 − 𝑐𝑥 + 𝑑 ។ តាង  

𝑆𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 + 𝑠𝑛 + 𝑡𝑛  
យយើងមាន 
𝑆1 = 𝑢 + 𝑣 + 𝑠 + 𝑡 = 0; 
𝑆2 = 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑠2 + 𝑡2 =  𝑢 + 𝑣 + 𝑠 + 𝑡 2 − 2 𝑢𝑣 + 𝑣𝑠 + 𝑠𝑡 + 𝑡𝑢 + 𝑢𝑠 + 𝑣𝑡 = −2𝑏  
យដើមបគីណ  𝑆3 យយើងពនិតិែករណី២ខាងយទ្ោម។ 

 ករណី 𝑢, 𝑣, 𝑠, 𝑡 សុទធដតខុសពសូីនែទាំងអស់។ ដយូចនេះ 

𝑢3 + 𝑏𝑢 − 𝑐 +
𝑑

𝑢
= 0;  𝑣3 + 𝑏𝑣 − 𝑐 +

𝑑

𝑣
= 0 

𝑠3 + 𝑏𝑠 − 𝑐 +
𝑑

𝑠
= 0; 𝑡3 + 𝑏𝑡 − 𝑐 +

𝑑

𝑡
= 0 

⟹    𝑆3 + 𝑏𝑆1 − 4𝑐 + 𝑑  
1

𝑢
+

1

𝑣
+

1

𝑠
+

1

𝑡
 = 0 

⟹    𝑆3 − 4𝑐 + 𝑑
𝑐

𝑑
= 0 

⟹    𝑆3 = 3𝑐  
 ករណីកនងុចាំយ ម 𝑢, 𝑣, 𝑠, 𝑡មានមួយយសមើសូនែ។ សនមតថាជា 𝑢 ។ ដយូចនេះ 𝑑 = 0 យហើយ 

𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 𝑏𝑥2 − 𝑐𝑥 = 𝑥(𝑥3 + 𝑏𝑥 − 𝑐) 
ដយូចនេះ 𝑣, 𝑠, 𝑡 ជារសឺននសមីោរ 𝑥3 + 𝑏𝑥 − 𝑐 = 0 ។ ដយូចនេះ 

𝑣3 + 𝑏𝑣 − 𝑐 = 0; 𝑠3 + 𝑏𝑠 − 𝑐 = 0; 𝑡3 + 𝑏𝑡 − 𝑐 = 0 
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⟹ 𝑆3 + 𝑏 𝑢 + 𝑣 + 𝑠 + 𝑡 − 3𝑐 = 0; 
⟹ 𝑆3 = 3𝑐 

 កនងុករណីទាំងពរី យយើងមាន 𝑆3 = 3𝑐 ។  
យយើងមាន  

𝑢4 + 𝑏𝑢2 − 𝑐𝑢 + 𝑑 = 0; 𝑣4 + 𝑏𝑣2 − 𝑐𝑣 + 𝑑 = 0; 
𝑠4 + 𝑏𝑠2 − 𝑐𝑠 + 𝑑 = 0; 𝑡4 + 𝑏𝑡2 − 𝑐𝑡 + 𝑑 = 0 

⟹ 𝑆4 + 𝑏𝑆2 − 𝑐𝑆1 + 𝑑 = 0 
⟹ 𝑆4 = 2𝑏2 − 4𝑑 

យយើងមាន 𝑥4 + 𝑏𝑥2 − 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0 យោយគណុអងគទាំងពរីនងឹ 𝑥𝑛  យយើងទញបាន 
𝑥𝑛+4 + 𝑏𝑥𝑛+2 − 𝑐𝑥𝑛+1 + 𝑑𝑥𝑛 = 0 

⟹   𝑆𝑛+4 + 𝑏𝑆𝑛+2 − 𝑐𝑆𝑛+1 + 𝑑𝑆𝑛 = 0 
យយើងទញបាន 

𝑆5 = −𝑏𝑆3 + 𝑐𝑆2 + 𝑑𝑆1 = −5𝑏𝑐 
𝑆7 = −𝑏𝑆5 + 𝑐𝑆4 − 𝑑𝑆3 = 7𝑐 𝑏2 − 𝑑  

យោយ 𝑆7 = 0 យ េះ 𝑐 = 0 រ ឺ𝑏2 = 𝑑 ។ 
 ករណី 𝑏2 = 𝑑 យយើងទញបាន  

0 ≤ 𝑆4 = 2𝑏2 − 4𝑑 = −2𝑏2 ≤ 0 ⟹ 𝑏 = 0 ⟹ 𝑑 = 0  
⟹ 𝑆4 = 0 ⟹ 𝑢 = 𝑣 = 𝑠 = 𝑡 = 0 ⟹ 𝑃 = 0 

 ករណី 𝑐 = 0 យ េះ 𝑢, 𝑣, 𝑠, 𝑡 ជារសឺទាំងបួនននសមីោរ 𝑥4 + 𝑏𝑥2 + 𝑑 = 0 ដយូចនេះវាទ្តវូដត 
𝑡 = −𝑢 រ ឺ𝑡 = −𝑣 រ ឺ𝑡 = −𝑠។ ដយូចនេះ 𝑃 = 0 ។ 

 សមភាព 

8. ចាំយ េះ 𝑛 = 1 យយើងទញបាន 12 =
1.2.3

6
 ពតិ។ សនមតថាពតិដល់ 𝑘 មាននយ័ថា 12 + 22 + ⋯ +

𝑘2 =
𝑘 𝑘+1  2𝑘+1 

6
។ យយើងទញបាន 12 + 22 + ⋯ + 𝑘2 +  𝑘 + 1 2 =

𝑘 𝑘+1  2𝑘+1 

6
+

 𝑘 + 1 2 =
 𝑘+1  𝑘+1+1  2 𝑘+1 +1 

6
 ។ ដយូចនេះតាមវចិារយោយកាំយន ើន យយើងទញបានសមមភាពពតិ

ចាំយ េះទ្គប់ 𝑛 ∈ ℕ ។  
9. ទ្ាយបញ្ជា ក់តាមកាំយន ើន។  
10. ទ្ាយបញ្ជា ក់តាមកាំយន ើន។  
11. ទ្ាយបញ្ជា ក់តាមកាំយន ើន។ 
12.  តាង 𝑎 = tan𝑥, 𝑏 = tan𝑦, 𝑐 = tan𝑧 ដដល 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≠  

𝑘𝜋

4
 ចាំយ េះទ្គប់ចាំននួគត់ 𝑘។ 

លកខខណឌ  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏𝑐 ោា យជា tan (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) = 0 ។យយើងមាន 
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tan 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 =
2 tan 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

1 − tan2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 
= 0 

ដយូចនេះ 
tan 2𝑥 + tan 2𝑦 + tan 2𝑧 = tan 2𝑥 tan 2𝑦 tan 2𝑧 

⟹   
2 tan 𝑥

1 − tan2 𝑥
+

2 tan 𝑦

1 − tan2 𝑦
+

2 tan 𝑧

1 − tan2 𝑧
 

=
2 tan 𝑥

1 − tan2 𝑥

2 tan 𝑦

1 − tan2 𝑦

2 tan 𝑧

1 − tan2 𝑧
  

  
ដយូចនេះសមភាពពតិ។ 
13. តាង 𝑘 = 𝑎1/𝑏1  = 𝑎2/𝑏2  = 𝑎3/𝑏3 យ េះ  

𝑝1𝑎1
𝑛 + 𝑝2𝑎2

𝑛 + 𝑝3𝑎3
𝑛 = 𝑘𝑛 𝑝1𝑏1

𝑛 + 𝑝2𝑏2
𝑛 + 𝑝3𝑏3

𝑛  

=  
𝑎1

𝑏1
 
𝑛

 𝑝1𝑏1
𝑛 + 𝑝2𝑏2

𝑛 + 𝑝3𝑏3
𝑛  

 ាំយោយសមភាពពតិ។ 

 សមីការ 

14.  – 2; −1; 1  .  15.  – 3; 2 . 16.  3 . 17.  1  . 18.  – 1; −
1

2
;

1

3
 . 19.  1

2
 . 20. 

 − 2; −
1

 2
;

1

 2
;  2 .  តាង 𝑥2 = 𝑦 ។ 21. {− 3;  3} .  22. −1; 1 .  

23.  2 .  តាង 2𝑥 − 3 = 𝑦 + 𝑐 នងិ 2𝑥 − 5 = 𝑦 − 𝑐 ។យយើងទញបាន 𝑐 = 1។ ជាំនសួចូល
សមីោរ យយើងទញបាន  𝑦 + 1 4 +  𝑦 − 1 4 = 2  សមមូលនងឹ 𝑦4 + 6𝑦2 = 0។ យយើងទញបាន 
𝑦 = 0  ាំយោយ 𝑥 = 2 ។  
24.  − 1

2
; 1 . 25. − 𝑎  13+1 

2
;
𝑎  13−1 

2
𝑎 ∈ ℝ .  តាង𝑥2 + 𝑎𝑥 = 𝑦 ។ 26.  −  𝟐𝟏+𝟓

𝟔
;
 𝟐𝟏−𝟓

𝟔
  

27.  − 2; 4 −  18;  2; 4 +  18 .   តាង 𝑥 −
2

𝑥
= 𝑦។ សមីោរសមមូលនងឹ 𝑦2 − 8𝑦 = 0។ 

28.  − 3

2
; −

 7+1

4
;
 7−1

4
; 1 .   ដចកអងគទាំងពរីនងឹ 𝑥2 ប ទ ប់មកតាង 2𝑥 −

3

𝑥
= 𝑦។ 29. {1

2
; 2} 

30.  −1; 9;
5− 61

2
;

5+ 61

2
 .   ដចកអងគទាំងពរីនងឹ 𝑥2 ប ទ ប់មកតាង 𝑥 −

9

𝑥
= 𝑦 ។  

31.  𝟏− 𝟐𝟏

𝟐
;
𝟏+ 𝟐𝟏

𝟐
 .   ដកអងគទាំងពរីនងឹ 10𝑥2

𝑥+5
 យយើងទញបាន  𝑥2

𝑥+5
 

2

+ 10
𝑥2

𝑥+5
− 11 = 0 ។  

32.  − 7 − 1;  7 − 1 .   បទ្ងមួសមីោរជារាង  𝑥2

𝑥−3
 

2

− 6
𝑥2

𝑥−3
− 16 = 0 ។ 

33.{−  2 2−1+1

 2
;
 2 2−1−1

 2
}. បទ្ងមួសមីោរជា  𝑥2 + 1 2 − 2 𝑥 − 1 2 = 0 ។  

34.   2

 2 2−1+1
;

 2

 2 2−1−1
 .   តាង 𝑥 = 1 𝑦  ។  
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35. −9; 11 .   បូក 4𝑥2 + 400𝑥 + 1 យៅអងគទាំងពរីននសមីោរ។  
36.  – 𝑎; 𝑎 −  𝑎2 + 2; 𝑎 +  𝑎2 + 2|𝑎 ∈ ℝ .  យយើងទញរក 𝑎 យយើងទញបាន 𝑎 =

𝑥2−2 

2𝑥
 រ ឺ

𝑎 = −𝑥 ។ ទញរក 𝑥 យយើងទញបានចាំយលើយ។   
37.  – 1 −  3 + 𝑎; – 1 +  3 + 𝑎  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  −3; −1 ;  – 1 −  3 + 𝑎; – 1 +  3 + 𝑎; −1 −

 1 + 𝑎; −1 +  1 + 𝑎  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  −1;∞ ; គ្នម នរសឺចាំយ េះ 𝑎 ∈  −∞; −3  . យោេះទ្ាយរក 𝑎 
យោយសនមតថា 𝑥 ជាបា៉ារា៉ាដម៉ាទ្ត : 𝑎2 − 2 𝑥2 − 1 𝑎 + 𝑥4 − 6𝑥2 + 4𝑥 = 0; យយើងទញបាន 
𝑎 = 𝑥2 + 2𝑥 − 2 រ ឺ𝑎 = 𝑥2 − 2𝑥 ។ 
38. −1− 29

2
;

5− 17

2
;
−1+ 29

2
;

5+ 17

2
 . យយើងសរយសរអងគខាងយឆេងននសមីោរជា                  

 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑐   𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑑 = 0 
ដយូចនេះ  
𝑥4 +  𝑎 + 𝑏 𝑥3 +  𝑎𝑏 + 𝑐 + 𝑑 𝑥2 +  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 𝑥 + 𝑐𝑑 ≡ 𝑥4 − 4𝑥3 − 10𝑥2 + 37𝑥 − 14  
យយើងទញបាន 

 

𝑎 + 𝑏 = −4
 𝑎𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = −10
 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 = 37
 𝑐𝑑 = −14

  

 
យោយដងឹថា 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ជាចាំននួគត់ យ េះ ពសីមីោរចុងយទ្ោយយគ យយើងទញបាន  𝑐; 𝑑 =

  −1; 14 ;  1; −14 ;  −2; 7 ;  2; −7   ។ យយើងយផទៀងផ្ទទ ត់យឃើញថា  𝑐; 𝑑 = (2; −7) 
យផទៀងផ្ទទ ត់។ យយើងទញបាន 𝑎 = −5; 𝑏 = 1។ ដយូចនេះសមីោរសមមូលនងឹ 𝑥2 − 5𝑥 + 2 = 0 រ ឺ
𝑥2 + 𝑥 − 7 = 0 ។ 
39. សនមតថា 𝑥1 = 𝑝/𝑞 ដដល 𝑝 ∈ ℤ, 𝑞 ∈ ℕ នងិ 𝑝 នងិ 𝑞 ជាចាំននួបឋមនងឹគ្នន ។ ដយូចនេះ 
𝑝3

𝑞3 + 𝑎
𝑝2

𝑞2 + 𝑏
𝑝

𝑞
+ 𝑐 = 0 សមមូលនងឹ 𝑝 𝑝2 + 𝑎𝑝𝑞 + 𝑏𝑞2 = −𝑐𝑞3 ។ អងគខាងាត ាំននសមភាព

យនេះដចកោច់នងឹ 𝑞 ។ អងគខាងយឆេងដចកោច់នងឹ 𝑞  ាំយោយនងិមានដត 𝑞 ≡ 1 ដតប៉ាុយ ណ្ េះ យទ្ េះ 
𝑝2 + 𝑎𝑝𝑞 + 𝑏𝑞2 ដចកមិនោច់នងឹ 𝑞 ។ ដយូចនេះសមភាពមានរាង 𝑝 𝑝2 + 𝑎𝑝 + 𝑏 = −𝑐 យយើងទញ
បាន 𝑐 ជាពហុគណុនន 𝑝 = 𝑥1។  
40. យទ្បើទ្ាយបញ្ជា ក់ដចូសាំ នរួទ ី39.។ 
41. យទ្បើសមភាព 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 𝑎 𝑥 − 𝑥1  𝑥 − 𝑥2  𝑥 − 𝑥3  .  
42. −2𝑝 .  
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43.    13+3

2

3

−   13−3

2

3

   តាង 𝑥 = 𝑦 − 1/𝑦 ។ សមីោរយៅជា 𝑦3 −
1

𝑦3 − 3  𝑦 −
1

𝑦
 +

3  𝑦 −
1

𝑦
 − 3 = 0 រ ឺ𝑦3 −

1

𝑦3 − 3 = 0 ។ តាង 𝑦3 = 𝑡 យយើងទញបាន 𝑡2 − 3𝑡 − 1 = 0 ។ 
44. −5; −1; 1; 3 . 45. 2; 6 . 46. −1 .  
47. គ្នម នរសឺសនទិន  
48.{− 1

3
; 1/2} . 

49. 6 .  គណុអងគទាំងពរីននសមីោរនងឹ  𝑥 + 10 −  𝑥 − 2 ≠ 0 យយើងទញបាន  

  
𝑥 + 10 +  𝑥 − 2 = 6

 𝑥 + 10 −  𝑥 − 2 = 2
    

បូកអងគទាំងពរីចូលគ្នន  យយើងទញបាន 𝑥 = 6 ។  
50. សមីោរគ្នម នរសឺ។ 51. −1 . 52. 12 . 53.  − 1

4
 

1

𝑎
− 𝑎 

2

;
1

4
 

1

𝑎
− 𝑎 

2

  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  0; 1  
យហើយគ្នម នរសឺចាំយ េះតាំនល 𝑎 យផេងយទៀត។ 54. −6; 1 . 55. −1; 3 . 56.  3 . 57.  2  58.  5 . 
59. 20 . 60.  −4/3 . 61.  −1; 0 . 62.  5 . 63.  16 . 64.  9 . 65.  −3; 6 .  តាង 
𝑦 =  𝑥2 − 3𝑥 + 7 ។ 66.  −9/2; 3 . 67.  1 .  តាង 𝑦 =  𝑥  𝑥2 + 15

4  ។ 68.  5/3 . 
69. {5𝑎/3} ចាំយ េះ 𝑎 ≠ 0;  −∞; 0 ∪  0;∞  ចាំយ េះ 𝑎 = 0 ។ 70.  1 . 71.  3; 9

9− 97

8
 .  

72.  5 ± 𝑎 8 −
𝑎2

2
  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  2; 2 2 ; គ្នម នរសឺចាំយ េះតាំនល 𝑎 យផេងពយីនេះ។ តាង 

𝑢 =  7 − 𝑥, 𝑣 =  𝑥 − 3 ។ យយើងមានទ្បពន័ ធសមីោរ 
 
𝑢 + 𝑣 = 𝑎

 7 − 𝑥 + 𝑥 − 3 = 𝑢2 + 𝑣2 = 4,  𝑢 ≥ 0, 𝑣 ≥ 0 
  

យោេះទ្ាយទ្បពន័ធសមីោរយនេះ យយើងទញបាន 

 
 
 

 
 

𝑢1 =
𝑎 +  8 − 𝑎2

2

 𝑣1 =
𝑎 −  8 − 𝑎2

2

  

 
 
 

 
 

𝑢2 =
𝑎 −  8 − 𝑎2

2

 𝑣2 =
𝑎 +  8 − 𝑎2

2

  

 
73.  3 . តាង  𝑥 − 2

4
= 𝑢 ≥ 0,  4 − 𝑥

4
= 𝑣 ≥ 0 យយើងទញបានទ្បពន័ ធ 

 
𝑢 + 𝑣 = 2
 𝑢4 + 𝑣4 = 2
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យលើកសមីោរទមួីយជាសេ័យគណុ៤ នងិយទ្បើសមីោរទ២ី យយើងទញបាន 𝑢𝑣 2 𝑢 + 𝑣 2 − 𝑢𝑣 = 7 
យហើយយោយ 𝑢 + 𝑣 = 2 យយើងទញបាន  𝑢𝑣 2 − 8 𝑢𝑣 + 7 = 0។ ដយូចនេះ  𝑢𝑣 1 = 1;  𝑢𝑣 2 =

7។ ដយូចនេះយយើងទញបានទ្បពន័ ធសមីោរ 
 
𝑢 + 𝑣 = 2
 𝑢𝑣 = 1

   
𝑢 + 𝑣 = 2

 𝑢𝑣 = 7
  

 ទ្បពន័ ធសមីោរទមួីយមានរសឺ 𝑢 = 𝑣 = 1 ។ ទ្តវូនងឹ𝑥 = 3 ។ ទ្បពន័ ធទ២ីគ្នម នរសឺ។ 
74.  

2𝑎+1

𝑎−2
  ចាំយ េះ𝑎 ∈  −∞; 3 ∪ (2;∞); ∅ចាំយ េះ𝑎 ∈  

1

3
; 2 . 

75.  𝑎 + 1 +  2𝑎; 𝑎 + 1 −  2𝑎  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  0; 1/2 ,  𝑎 + 1 +  2𝑎  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  
1

2
; ∞ , ∅ 

ចាំយ េះ 𝑎 ∈  −∞; 0 . 
76.  −∞; 0  ចាំយ េះ 𝑎 = 0,  0; 3𝑎/4  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  0; ∞ , ∅ ចាំយ េះ 𝑎 ∈  −∞; 0 . 
77.  𝑎2 + 𝑎; 𝑎2 − 𝑎 + 1  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  0; 1 ,  𝑎2 + 𝑎  ចាំយ េះ 𝑎 ∈  1; ∞ , ∅ ចាំយ េះ 𝑎 ∈

 −∞; 0 .  
78.  0  ចាំយ េះ 𝑎 = 1,  ∅ ចាំយ េះ 𝑎 ≠ 1. 79.  1; −5  . 80.   1; −3  . 81.   −3; 1  ចាំយ េះ 
𝑎 ∈  −2 ; ∅ ចាំយ េះ 𝑎 ∉   −2 . 
82. តាង f(𝑥) = 4𝑥(1 − 𝑥) = 1 −  2𝑥 − 1 2 ។ យយើងយឃើញថា យបើ 0 ≤ f x ≤  1  យ េះ 
0 ≤ 𝑥 ≤ 1។ ដយូចនេះ យបើ a1998 = 0 យ េះ ទ្តវូដត 0 ≤ 𝑡 ≤ 1។ អីលូវ យយើងយក 0 ≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 ដដល 

sin 𝜃 =  𝑡 ។ យយើងសយងេតយឃើញថា ចាំយ េះទ្គប់ 𝜙 ∈ ℝ យយើងមាន 
𝑓 sin2 𝜙 = 4 sin2 𝜙  1 − sin2 𝜙 = 4 sin2 𝜙 cos2 𝜙 = sin2 2𝜙  

យោយ 𝑎1 = sin2 𝜃 យ េះ យយើងទញបាន 
𝑎2 = sin2 2𝜃 , 𝑎3 = sin2 4𝜃 , ⋯ , 𝑎1998 = sin2 21997𝜃 

ដយូចនេះ 𝑎1998 = 0  ទល់ដតនងិ ាំយោយ sin 21997θ = 0 ។ មាននយ័ថា  𝜃 =
𝑘𝜋

21997  ចាំយ េះចាំននួគត់ 𝑘 
ខាេះ យហើយ តាំនលរបស់ 𝑡 ដដល 𝑎1998 = 0 យសមើនងឹ sin2 𝑘𝜋/21997   ដដល 𝑘 ∈  ℤ ។ ដយូចនេះយយើង
មានតាំនលរបស់ 𝑡 ដបបយនេះ ចាំននួ 21996 + 1 គមឺានតាំនល sin2 𝑘𝜋/21997  ចាំយ េះ 𝑘 =

0,1,2, ⋯ , 21996 ។ 
83.  យោយ 𝑎2 − 2𝑏2 = 1 យ េះ 𝑎 ≠ 0 ។ យោយ 2𝑏2 − 3𝑐2 = 1 យ េះ 𝑏 ≠ 0 ។ យបើ 𝑐 = 0 
យ េះ 𝑏 =

1

 2
 នងិ 𝑎 =  2 ។  𝑎, 𝑏, 𝑐 =   2, 1/ 2, 0  ជាចាំយលើយមួយរបស់ទ្បពន័ ធសមីោរ។ យយើង

នងឹបង្ហា ញថា គ្នម នចាំយលើយ្យផេងយទៀតយទ។ 
យយើងសនមតថា មានចាំននួពតិ  𝑎, 𝑏, 𝑐  យោយ 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0 យផទៀងផ្ទទ ត់សមីោរ។ យយើងយឃើញថា យបើ 
 𝑎, 𝑏, 𝑐  ជាចាំយលើយ យ េះ  −𝑎, −𝑏, −𝑐  កជ៏ាចាំយលើយដដរ។ ដយូចនេះទ្តវូដតមានចាំននួវជិ ាមានពរីកនងុ
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ចាំយ ម 𝑎, 𝑏, 𝑐  រ ឺ −𝑎, −𝑏, 𝑐 ។ សនមតថា 𝑎, 𝑏 វជិ ាមាន។ តាង 𝑎 = cot 𝐴 , 𝑏 = cot 𝐵 នងិ 
𝑐 = cot 𝐶 ដដល 0 < 𝐴, 𝐵 <

𝜋

2
, 0 < 𝐶 < 𝜋 ។ យោយ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 1 យ េះ  

cot 𝐴 cot 𝐵 + cot 𝐵 cot 𝐶 + cot 𝐶 cot 𝐴 = 1 
cot 𝐶 =

1 − cot 𝐴 cot 𝐵

cot 𝐴 + cot 𝐵
= − cot 𝐴 + 𝐵 = cot 𝜋 − 𝐴 − 𝐵  

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋 
ដយូចនេះ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ជាមុាំកនងុទ្តយីោណ។ យយើងមាន 

𝑎2 + 1 = 2 𝑏2 + 1 = 3 𝑐2 + 1  
⟹   

1

sin2 𝐴
=

2

sin2 𝐵
=

3

sin2 𝐶
 

⟹    
1

sin 𝐴
=

 2

sin 𝐵
=

 3

sin 𝐶
 

តាមចាប់សីុនសុ យយើងទញបានថា ទ្ជងុឈមនងឹមុាំ  𝐴, 𝐵, 𝐶 មានរង្ហេ ស់ 𝑘, 𝑘 2, 𝑘 3 យរៀងគ្នន  ចាំយ េះ
ចាំននួពតិវជិ ាមាន 𝑘 ខាេះ។ ដយូចនេះទ្តយីោណ 𝐴𝐵𝐶 ដកងទ្តង់ 𝐶  ាំយោយ 𝑐 = cot 𝐶 = 0 ផទយុពសីនមត 
ដដល 𝑐 ≠ 0 ។ ដយូចនេះោរសនមតរបស់យយើងខុស យហើយ  𝑎, 𝑏, 𝑐 =   2, 1/ 2, 0  ជាចាំយលើយដតមួយ
គត់របស់ទ្បពន័ ធ។ 
84. 

4−𝑝

2 4−2𝑝 
  ចាំយ េះ 4

3
≤ 𝑝 ≤ 2.  យយើងមាន 𝑥 ≥ 0។ យលើកអងគទាំងពរីជាោយរយយើងទញបាន 

5𝑥2 − 𝑝 − 4 + 4  𝑥2 − 1  𝑥2 − 𝑝 = 𝑥2 
⟺ 4  𝑥2 − 1  𝑥2 − 𝑝 =  𝑝 + 4 − 4𝑥2 

យបើ 4𝑥2 ≤ 𝑝 + 4 យយើងយលើកអងគទាំងពរីននសមីោរជាោយរមតងយទៀត យយើងទញបាន  
−16 𝑝 + 1 𝑥2 + 16𝑝 = −8 𝑝 + 4 𝑥2 +  𝑝 + 4 2 

⟺ 𝑥2 =
 4 − 𝑝 2

4 4 − 2𝑝 
 

មាននយ័ថា 𝑥 =
4−𝑝

2 4−2𝑝  
។ យដើមបយីោយតាំនលយនេះជាចាំយលើយននសមីោរទល់ដត 𝑝 ≤ 2 នងិ 

 4−𝑝 2

4−2𝑝  
= 4𝑥2 ≤ 𝑝 + 4 សមមូលនងឹ 4

3
≤ 𝑝 ≤ 2 ។ យទ្ៅពយីនេះសមីោរគ្នម នចាំយលើយ។ 

85. យយើងសរយសរសមីោរដដលយោយជារាង 
𝑥5 − 𝑥3 − 4𝑥2 − 3𝑥 − 2 + 𝜆 5𝑥4 + 𝛼𝑥2 − 8𝑥 + 𝛼 = 0 

រសឺរបស់សមីោរយនេះមិនោស្ស័យនងឹ 𝜆  ាំយោយនងិយបើ វាជារសឺរមួរបស់សមីោរ 
𝑥5 − 𝑥3 − 4𝑥2 − 3𝑥 − 2 = 0 នងិ 5𝑥4 + 𝛼𝑥2 − 8𝑥 + 𝛼 = 0 

សមីោរទមួីយសមមូលនងឹ  𝑥 − 2  𝑥2 + 𝑥 + 1 2 = 0 យហើយមានរសឺយផេងគ្នន ចាំននួបី 
𝑥1 = 2; 𝑥2,3 =

−1±𝑖 3

2
 ។ 

ក) ចាំយ េះ 𝛼 = −
64

5
 យយើងមាន 𝑥1 = 2 ជារសឺដតមួយគត់ ដដលមិនោស្ស័យនងឹ 𝜆 ។ 
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ខ) ចាំយ េះ 𝛼 = −3 យយើងមានរសឺចាំននួពរីដដលមិនោស្ស័យនងឹ 𝜆 គ ឺ𝑥1 = 𝜔 នងិ 𝑥2 = 𝜔2 ។ 
86. លកខខណឌ  2𝑥 − 1 ≥ 0, ⟹ 𝑥 ≥

1

2
  នងិ 𝑥 ≥  2𝑥 − 1 ⟹  𝑥 − 1 2 ≥ 0 ពតិជានចិច។ យយើង

មាន  𝑥 +  2𝑥 − 1 +  𝑥 −  2𝑥 − 1 = 𝑐 ⟺ 𝑐2 = 2𝑥 + 2 𝑥 − 1 =  
2,   1/2 ≤ 𝑥 ≤ 1
4𝑥 − 2, 𝑥 ≥ 1

  
ក) 𝑐2 = 2។ សមីោរមានរសឺ 1

2
≤ 𝑥 ≤ 1 ។ 

ខ) 𝑐2 = 1។ សមីោរគ្នម នរសឺ។ 
គ) 𝑐2 = 4។ សមីោរយៅជា 4𝑥 − 2 = 4, ⟹ 𝑥 = 3/2 ។ 
87.   5; 10    យយើងមាន 
𝑥 + 3 − 4 𝑥 − 1 = 𝑥 − 1 − 4 𝑥 − 1 + 4 =   𝑥 − 1 

2
− 4 𝑥 − 1 + 4 =   𝑥 − 1 − 2 

2 
𝑥 + 8 − 6 𝑥 − 1 = 𝑥 − 1 − 6 𝑥 − 1 + 9 =   𝑥 − 1 − 3 

2 
ដយូចនេះសមីោរយៅជា 

   𝑥 − 1 − 2 
2

+    𝑥 − 1 − 3 
2

= 1 
⟹      𝑥 − 1 − 2  +   𝑥 − 1 − 3  = 1 

យបើ  𝑥 − 1 ≥ 3 យ េះ  
 𝑥 − 1 − 2 +  𝑥 − 1 − 3 = 1 

⟹ 𝑥 = 10 
យបើ  𝑥 − 1 − 2 ≥ 0 នងិ  𝑥 − 1 − 3 ≤ 0 ⟹ 5 ≤ 𝑥 ≤ 10យ េះ  

 𝑥 − 1 − 2 −  𝑥 − 1 + 3 = 1 
⟹ 1 = 1 

យបើ  𝑥 − 1 − 2 ≤ 0 ⟹ 𝑥 ≤ 5 យ េះ 
− 𝑥 − 1 + 2 −  𝑥 − 1 + 3 = 1 ⟹ 𝑥 = 5 

88. 0; 3  តាង 
3𝑥 = 𝑥 + 2𝑥 = 𝑦1

2 
𝑥 + 2𝑦1 = 𝑦2

2 
𝑥 + 2𝑦2 = 𝑦3

2 
……… …… 

𝑥 + 2𝑦𝑛−2 = 𝑦𝑛−1
2  

𝑥 + 2𝑦𝑛−1 = 𝑦𝑛
2 

ដដល 𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛  ជាចាំននួពតិវជិ ាមាន។ សមីោរដដលយោយមានរាង 
𝑦𝑛 = 𝑥 
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យយើងនងឹបង្ហា ញថា 𝑦1 = 𝑥 ។ សនមតថា 𝑥 > 𝑦1 ។ ដយូចនេះ 𝑦1 > 𝑦2 > ⋯ > 𝑦𝑛  ។ មាននយ័ថា យបើ 
𝑥 > 𝑦1 យ េះ 𝑥 > 𝑦𝑛  ផទយុពសីមីោរ 𝑥 = 𝑦𝑛  ។ ដចូគ្នន ចាំយ េះករណី 𝑥 < 𝑦1 ។ ដយូចនេះ 𝑥 = 𝑦1 ។ 
យោយ 𝑦1

2 = 3𝑥 យ េះ 3𝑥 = 𝑥2 យយើងទញបាន 𝑥 = 0; 𝑥 = 3 ។ 
89.  សមីោរសមមូលនងឹ  

  𝑥 − 4 − 1 +   𝑥 − 4 − 2 = 𝑎 
តាង 𝑦 =  𝑥 − 4 ≥ 0 ។ សមីោរយៅជា  𝑦 − 1 +  𝑦 − 2 = 𝑎 ។ យបើ 𝑎 = 0 យ េះ 𝑦 = 1 នងិ 
𝑦 = 2 មិនោច។ ដយូចនេះ 𝑎 > 0  ។ 
យបើ 0 ≤ 𝑦 < 1 យ េះ 1 − 𝑦 + 2 − 𝑦 = 𝑎;  ⟹ 𝑦 =

3−𝑎

2
  ។ យោយ 0 ≤ 𝑦 =

3−𝑎

2
< 1 យ េះ 

1 < 𝑎 ≤ 3 ។ យយើងទញបាន 𝑥 = 4 +  
3−𝑎

2
 

2
 ។ 

យបើ 1 ≤ 𝑦 ≤ 2 យ េះ 𝑦 − 1 − 𝑦 + 2 = 𝑎;  ⟹ 𝑎 = 1 ។ 1 ≤ 𝑦 ≤ 2 ទ្តវូនងឹ 5 ≤ 𝑥 ≤ 8 ។ 
យបើ 𝑦 > 2 យ េះ 𝑦 − 1 + 𝑦 − 2 = 𝑎;  ⟹ 𝑦 =

𝑎+3

2
 ។ 𝑦 > 2 ⟹ 𝑎 > 1 ។ យយើងទញបាន 

𝑥 = 4 +  
𝑎+3

2
 

2
 

ជាសរបុ 
យបើ 𝑎 < 1 សមីោរគ្នម នរសឺ។ 
យបើ 𝑎 = 1 សមីោរមានរសឺ 5 ≤ 𝑥 ≤ 8  ។ 
យបើ 1 < 𝑎 ≤ 3 សមីោរមានរសឺ 𝑥 = 4 +  

3−𝑎

2
 

2
 រ ឺ𝑥 = 4 +  

𝑎+3

2
 

2
 ។ 

យបើ 𝑎 > 3 សមីោរមានរសឺ 𝑥 = 4 +  
𝑎+3

2
 

2
 ។ 

90.  តាង 𝑢 = 𝑎 − 𝑥; 𝑣 = 𝑥 − 𝑏 ។ ដយូចនេះ  𝑢5 + 𝑣5 =  𝑎 − 𝑏 5; 𝑢 + 𝑣 = 𝑎 − 𝑏 ។ យយើងមាន  
𝑢5 + 𝑣5 =  𝑢 + 𝑣    𝑢 + 𝑣 2 − 2𝑢𝑣 2 − 𝑢𝑣 𝑢 + 𝑣 2 + 𝑢2𝑣2  
⟺  𝑎 − 𝑏 5 =  𝑎 − 𝑏    𝑎 − 𝑏 2 − 2𝑢𝑣 2 − 𝑢𝑣 𝑎 − 𝑏 2 + 𝑢2𝑣2  
⟺  𝑎 − 𝑏 4 =  𝑎 − 𝑏 4 + 5𝑢2𝑣2 − 5𝑢𝑣 𝑎 − 𝑏 2 
⟺ 5 𝑢𝑣 2 − 5𝑢𝑣 𝑎 − 𝑏 2 = 0 

ដយូចនេះ 𝑢𝑣 = 0 រ ឺ𝑢𝑣 = 𝑎 − 𝑏 ។  
ករណី 𝑢𝑣 = 0 យ េះ  𝑢 = 0 រ ឺ𝑣 = 0 ។ យបើ 𝑢 = 0 យ េះ 𝑥 = 𝑎 ។យបើ 𝑣 = 0 យ េះ 𝑥 = 𝑏 ។ 
ករណី 𝑢𝑣 = 𝑎 − 𝑏 យ េះ យយើងមាន 

 
𝑢 + 𝑣 = 𝑎 − 𝑏
𝑢𝑣 = 𝑎 − 𝑏

  
 𝑢, 𝑣  ជារសឺននសមីោរ 𝑡2 −  𝑎 − 𝑏 𝑡 +  𝑎 − 𝑏 = 0 គ្នម នរសឺ។ 
ដយូចនេះសមីោរមានរសឺពរី គ ឺ𝑥1 = 𝑎; 𝑥2 = 𝑏 ។ 
91.  តាង 
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𝑦 =  
𝑥 + 3

2
− 1 ⟹ 𝑦 ≥ 0; 𝑦 + 1 =  

𝑥 + 3 

2
 

⟹   2𝑦2 + 4𝑦 + 2 = 𝑥 + 3 
⟹ 𝑥 = 2𝑦2 + 4𝑦 − 1 

ដយូចនេះ ចាំយ េះ 𝑥 ≥ −1 យយើងទញបានថា អនគុមន ៍𝑦 = 2𝑥2 + 4𝑥 − 1 ជាអនគុមនទ៍្ចាស

ននអនគុមន ៍𝑦 =  
𝑥+3

2
− 1  មយ៉ាងវញិយទៀត អនគុមន ៍𝑦 = 2𝑥2 + 4𝑥 − 1 យកើនយលើ  −1;∞  

(អនគុមនទ៍ាំងពរីឆាេុះគ្នន យធៀបនងឹប ទ ត់ 𝑦 = 𝑥) ដយូចនេះ 

2𝑥2 + 4𝑥 − 1 =  
𝑥 + 3

2
− 1 

⟺ 2𝑥2 + 4𝑥 − 1 = 𝑥 
⟺ 2𝑥2 + 3𝑥 − 1 = 0 

⟹    𝑥 =
−3 +  17

4
 

92.  យយើងមាន  
𝑥4 + 𝑥2 + 1 =  𝑥2 + 𝑥 + 1  𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0 
𝑥2 − 3𝑥 + 1 = 2 𝑥2 − 𝑥 + 1 −  𝑥2 + 𝑥 + 1  

តាង 𝑡 =  
𝑥2−𝑥+1

𝑥2+𝑥+1
 ។ សមីោរយៅជា  

2𝑡2 − 𝑚𝑡 − 1 = 0     1  
ព ី𝑡 =  

𝑥2−𝑥+1

𝑥2+𝑥+1
 យយើងទញបាន 

𝑡2 𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝑥2 − 𝑥 + 1 
 𝑡2 − 1 𝑥2 +  𝑡2 + 1 𝑥 + 𝑡2 − 1 = 0    (2) 

Δ =  𝑡2 + 1 2 − 4 𝑡2 − 1 2 
=  3 − 𝑡2  3𝑡2 − 1 ≥ 0 

⟹  
 3

3
≤ 𝑡 ≤  3 

ក) ករណី 𝑚 = − 3/3 
ព(ី១) យយើងទញបាន 

𝑡1 = −
3

2 3
; 𝑡2 =

1

 3
 

យយើងយក 𝑡 = 1/ 3 ។ ព(ី២) យយើងទញបាន 𝑥 = 1 ។ 
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ខ) កនងុសមីោរ(១) យយើងមាន Δ = 𝑚2 + 8 > 0 ដយូចនេះ(១)មានរសឺពរី 𝑡1; 𝑡2 ។ យោយ 𝑡1𝑡2 = −
1

2
<

0 យ េះ 𝑡1 < 0 < 𝑡2 ។ មានដតរសឺ 𝑡2 មួយគត់ ដដលោចយោយសមីោរ(២) មានរសឺ យទ្ េះ 
 3

3
≤ 𝑡 ≤  3។ សមីោរ(*) មានរសឺដតមួយគត់ យបើ សមីោរ(២)មានរសឺដតមួយគត់ដដរ។  

យបើ 𝑡 = 1 យ េះ (១) ាំយោយ  𝑚 = 1 យហើយ (២)  ាំយោយ 𝑥 = 0 ។ 
យបើ 𝑡2 − 1 ≠ 0 យ េះ Δ =  3 − 𝑡2  3𝑡2 − 1 = 0 ⟹ 𝑡1 =

 3

3
; 𝑡2 =  3 ។  

យបើ 𝑡 =
 3

3
;  1 ⟹ 𝑚 = −

 3

3
 ⟹ 𝑥 = 1  

យបើ 𝑡 =  3;  1 ⟹ 𝑚 =
5 3

3
 ⟹ 𝑥 = 1  

ដយូចនេះ 𝑚 =  −
 3

3
;  1;

5 3

3
   ។ 

93.  តាង 𝑦 =  7𝑥 + 1
3

; 𝑧 = −  𝑥2 − 𝑥 − 8
3

; 𝑡 =  𝑥2 − 8𝑥 − 1
3  ។ ដយូចនេះ 

𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 2 
⟹     𝑦 + 𝑧 + 𝑡 3 = 8      (1) 

យយើងមាន 
𝑦3 + 𝑧3 + 𝑡3 =  7𝑥 + 1 −  𝑥2 − 𝑥 − 8 +  𝑥2 − 8𝑥 − 1 = 8   (2) 

ព(ី១)នងិ(២) យយើងទញបាន 
 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 3 −  𝑦3 + 𝑧3 + 𝑡3 = 3 𝑦 + 𝑧  𝑧 + 𝑡  𝑡 + 𝑦 = 0 

⟹     

𝑦 + 𝑧 = 0
𝑧 + 𝑡 = 0
𝑡 + 𝑦 = 0

      ⟺    

𝑦 = −𝑧
𝑧 = −𝑡
𝑡 = −𝑦

  

 
 7𝑥 + 1
3

=  𝑥2 − 𝑥 − 8
3

      ⟺   7𝑥 + 1 = 𝑥2 − 𝑥 − 8 
⟺ 𝑥 = −1  ; 𝑥 = 9 

 𝑥2 − 𝑥 − 8
3

=  𝑥2 − 8𝑥 − 1
3

     ⟺   𝑥2 − 𝑥 − 8 = 𝑥2 − 8𝑥 − 1 
⟺   𝑥 = 1 

 7𝑥 + 1
3

= −  𝑥2 − 8𝑥 − 1
3

     ⟺    7𝑥 + 1 = − 𝑥2 − 8𝑥 − 1  
⟺ 𝑥 = 0; 𝑥 = 1 

94.  តាង 𝑢 =  𝑥 + 1 ≥ 0; 𝑣 =  𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0 ។ សមីោរសមមូលនងឹ 

5𝑢𝑣 = 2 𝑣2 + 𝑣2  ⟺ 5
𝑢

𝑣
= 2  

𝑢

𝑣
 

2

 

⟺  

𝑢

𝑣
= 2

𝑢

𝑣
=

1

2

  

𝑢

𝑣
= 2  ⟺    𝑥 + 1 = 2 𝑥2 − 𝑥 + 1 
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⟺   
𝑥 > −1

4𝑥2 − 5𝑥 + 3 = 0
 :  គ្នម នរសឺ 

𝑢

𝑣
=

1

2
  ⟺ 2 𝑥 + 1 =  𝑥2 − 𝑥 + 1 

⟺  

𝑥 > −1

𝑥 =
5 ±  37

2

  

សមីោរមានរសឺពរី 𝑥 =
5± 37

2
 ។ 

 

 ត្រព័នធសមីការ 

95.   − 4

9
; 20/9 ;  2; 1  . 96.   −1; 3 ;  

71

21
; −25/7  .97.   51; 24,5  .  

98.    −19,6 ; 5,2 ;   −14; 8   . ោក់អងគខាងយឆេងននសមីោរទមួីយជារាង  𝑥 + 3𝑦 2 −

6 𝑥 + 3𝑦 − 40 យហើយតាង 𝑥 + 3𝑦 = 𝑡 ។  
99.   2; 3 ;  3; 2  . 100.   4; −1 ;  1; −4  . 101.   1; 3 ;  3; 1  .  102.  1; 2 ;  2; 1   

103.  −
1

2
; −1/3 ;  1/3; 1/2  .104.  −1; 2 ;  2; −1   105.  3; 2 ;  2; 3   

106.  −1; −4 ;  4; 1  . 107.   −3; 4 ;  4; −3  . 108.   5 +  28; −5 +  28 ;  5 −

 28; −5 −  28 ;  5; 2 ;  −2; −5   . 109.  0,6; 0,3 ;  0,4; 0,5  . 

110.  −1; 2 ;  −
1

4
; −

1

4
    

111.  2; 1 ;  1; 2 ;  
5+ 21

2
;

5− 21

2
 ;  

5− 21

2
;

5+ 21

2
  . តាង 𝑥 + 𝑦 = 𝑢, 𝑥𝑦 = 𝑣 ប ទ ប់

មក −𝑢 + 𝑣 = 𝑧 នងិ 𝑢𝑣 = 𝑡 ។ 
 112.   −

25+5 61

9
;

5+ 61

9
 ;  

−25+5 61

9
;

5− 61

9
 ;  −6; −4/3 ;  3/2; 1/3  .  តាង 

𝑥 = 𝑦𝑡 .  
113.   −1; 3 ;  1; −3 ;  16/ 11; 1/ 11 ;  − 16  11 ; −1/ 11  . 
114.   1; 2 ;  −1; −2 ;   2;  2 ;  − 2; − 2  . 

115.   
2+ 19

 14+4 19
3 ; −

3

 14+4 19
3  ;  

−2+ 19

 −14+4 19
3 ;

3

 −14+4 19
3  ;  2; −1  . 

116.   2; 1   .  គណុសមីោរទពីរីនងឹ 2 រចួបូកចូលសមីោរទមួីយ ប ទ ប់មកគណុសមីោរទពីរី
ដដដលនងឹ −2 រចួបូកចូលសមីោរទមួីយចាស់ យយើងទញបានទ្បពន័ ធថ ម ី
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16𝑥2 + 8𝑥𝑦 + 𝑦2 − 72𝑥 − 18𝑦 + 81 = 0

4𝑥2 − 12𝑥𝑦 + 9𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 + 1 = 0
  

⟺   
 4𝑥 + 𝑦 2 − 18 4𝑥 + 𝑦 + 81 = 0

 2𝑥 − 3𝑦 2 − 2 2𝑥 − 3𝑦 + 1 = 0
  

⟺   
4𝑥 + 𝑦 = 9

2𝑥 − 3𝑦 = 1
  

117.   0; 1/ 3 ;  0; −1/ 3 ;  1; 1 ;  −1; −1  . 118.   
2

7
; −9/7 ;  1; 3  .  

119.   2; 6 ;  1; 3  .120.   2 2; − 2 ;  −2 2;  2  .  

121.    6;  6/3 ;  − 6; − 6/3   

122.   2; 1; −1 ;  31 15 ; 17 15 ; −2/3  . 123.   1; 2; 2 ;  2; 1; 1   

124.   3; −2; 1 ;  −2; 3; 1 ;  
3+ 17

2
;

3− 17

2
; −1 ;  

3− 17

2
;

3+ 17

2
; −1  .  

125.   3; 1; −2 ;  −5; −3; 0  . 126.   3; 5; −1 ;  −3; −5; 1   

127.   2; −1; 3 ;  −2; 1; −3 ;  −
7

 13
;

5

 13
; −

11

 13
 ;  

7

 13
; −

5

 13
;

11

 13
  . 

128.   −4; −3; 1 ;  4; 3; −1  . 129.   1/2; 1/3; 1/4   . 
130.   −1; 1; 0 ;  1; −1; 0  . 131.   3; 3; 3  . 

132.   16; 30  . 133.   41; 40  . 134.   𝑐; 𝑐 − 1 |𝑐 ∈ ℝ ∖  
1

2
  . 

135.   −
1

2
; −

2

5
 ;  5; 4  . 

136.    3 109+9

2
;  

3 109−9

2
 ;  −5; −3  . 137.   0; 𝑎 +  𝑎2 + 3    ចាំយ េះ 𝑎 ∈

 −∞;  3 ;    0; 𝑎 +  𝑎2 + 3  ;  0; −𝑎 −  𝑎2 − 3  ;   0; −𝑎 +  𝑎2 − 3    ចាំយ េះ 𝑎 ∈

  3;∞ ។ 
138.    1; 1; 0  .  សមីោរទមួីយ យយើងទញបាន 𝑥 = 2 − 𝑦 ។ ជាំនសួចូលសមីោរទពីរី យយើង
ទញបាន 

2𝑦 − 𝑦2 − 𝑧2 = 1 
⟹    𝑧2 +  𝑦 − 1 2 = 0 

⟹ 𝑧 = 0; 𝑦 = 1 
139.  −

1

4
 ∪  0; ∞ . 

140. ក) 25.  គណុសមីោរទមួីយនងឹ 𝛼 នងិសមីោរទពីរីនងឹ 𝛽 ដដល 𝛼𝛽 ≠ 0 ប ទ ប់មកបូកចូល
គ្នន  យយើងទញបាន៖ 

 
2𝛼

3
+ 𝛽 𝑥 +  

4𝛼

5
+ 𝛽 𝑦 +  

5𝛼

6
+ 𝛽 𝑧 = 61𝛼 + 79𝛽 
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យយើងយក 2𝛼

3
+ 𝛽 = 0;

4𝛼

5
+ 𝛽 =

2

5
;  

5𝛼

6
+ 𝛽 =

1

2
 ។ យយើងទញបាន 𝛼 = 3, 𝛽 = −2 ។ ដយូចនេះ 

2

5
𝑦 +

𝑧

2
= 61𝛼 + 79𝛽 = 15 ។ 

ខ)  (27; 10; 42) .  យោយារ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ជាចាំននួគត់ធមមជាត ិយ េះ 𝑥 = 3𝑘; 𝑦 = 5𝑙; 𝑧 = 6𝑚 
ដដល 𝑘; 𝑙; 𝑚 ∈ ℕ ។ ទ្បពន័ ធសមីោរសមមូលនងឹ 

 
4𝑙 + 5𝑚 = 61 − 2𝑘
5𝑙 + 6𝑚 = 79 − 3𝑘

  
យយើងទញបាន 𝑙 = 29 − 3𝑘 នងិ 𝑚 = 2𝑘 − 11 ។ យោយ 𝑘; 𝑙; 𝑚 ∈ ℕយ េះ 

 
𝑘 > 0
29 − 3𝑘 > 0
2𝑘 − 11 > 0

  

យយើងទញបាន 𝑘 = 9 ។ 
141. ចាំយ េះ 𝑎 = 0 យយើងទញបាន  𝑥, 𝑦, 𝑧 =  0,0,0 ។ ចាំយ េះ 𝑎 ≠ 0 យយើងទញបាន 
 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈   𝑡1, 𝑡2 , 𝑧0 ;  𝑡2 , 𝑡1 , 𝑧0   ដដល  

𝑧0 =
𝑎2 − 𝑏2

2𝑎
;  𝑡1,2 =

𝑎2 + 𝑏2 ±   3𝑎2 − 𝑏2  3𝑏2 − 𝑎2 

4𝑎
 

យដើមបយីោយចាំយលើយវជិ ាមាននងិខុសគ្នន  លកខខណឌ ចាាំបាច់នងឹទ្គប់ទ្គ្នន់គ ឺ3𝑏2 > 𝑎2 > 𝑏2 នងិ 𝑎 > 0 
។ 
142. បូកសមីោរទាំងអស់បញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន 2 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 =

𝑦 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5  ។ យបើ 𝑦 = 2 យ េះយយើងទញបាន 𝑥1 − 𝑥2 = 𝑥2 − 𝑥3 = ⋯ = 𝑥5 −

𝑥1 ដយូចនេះ 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥5 ជាចាំយលើយរបស់ទ្បពន័ ធ។ យបើ 𝑦 ≠ 2 យ េះ 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 +

𝑥5 = 0។ បូកសមីោរទបីីខាងយដើមចូលគ្នន  យយើងទញបាន 𝑥2 = 𝑦 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3  ។យោយ 
𝑥1 + 𝑥3 = 𝑦𝑥2 យ េះ 𝑥2 =  𝑦2 + 𝑦 𝑥2 , ⟹  𝑦2 + 𝑦 − 1 𝑥2 = 0 ។ យបើ 𝑦2 + 𝑦 − 1 ≠ 0 យ េះ 
𝑥2 = 0 ដចូគ្នន យយើងទញបាន 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥5 = 0 ។ យបើ 𝑦2 + 𝑦 − 1 = 0 យ េះ បូកសមីោរទី
មួយនងិទពីរី យយើងទញបាន 𝑥5 + 𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥3 = 𝑦𝑥1 + 𝑦𝑥2  ⟹ 𝑥3 + 𝑥5 = 𝑦𝑥1 + 𝑦𝑥2 −

𝑥2 − 𝑥1  ⟹  𝑥3 + 𝑥5 = −𝑦2𝑥2 − 𝑦2𝑥1  ⟹ 𝑥3 + 𝑥5 = −𝑦 𝑥1 + 𝑥3 − 𝑦 𝑥5 + 𝑥2  ⟹ 𝑥3 +

𝑥5 = 𝑦𝑥4 ។ ដចូគ្នន  យយើងទញបានសមីោរទ៥ី។ មាននយ័ថា សមីោរទ៤ីនងិទ៥ី ោស្ស័យលយីនដអ៊ែរ
នងឹសមីោរបីខាងយលើ។ យក 𝑥1 = 𝑢; 𝑥5 = 𝑣 ។ យយើងទញបាន 𝑥2 = 𝑦𝑢 − 𝑣; 𝑥3 = 𝑦2𝑢 − 𝑦𝑣 −

𝑢; 𝑥4 = 𝑦3𝑢 − 𝑦2𝑣 − 2𝑦𝑢 + 𝑣 ។ 
143. សនមតថា  𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3  ជាចាំយលើយរបស់ទ្បពន័ ធ។ យយើងោចសនមតថា  𝑥1 ≥  𝑥2 ≥  𝑥3  ។ 
សនមតថា  𝑥1 > 0 ។ ពសីមីោរទមួីយ យយើងទញបាន 
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0 =  𝑥1 .  𝑎11 + 𝑎12

𝑥2

𝑥1
+ 𝑎13

𝑥3

𝑥1
 ≥  𝑥1 .  𝑎11 −  𝑎12 −  𝑎13  > 0 

មិនោច។ ដយូចនេះ  𝑥1 = 0  ាំយោយ 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 0 ។ 
144. យបើមានចាំននួ្មួយយសមើសូនែ ឧបមាថា 𝑥1 = 0 យ េះ 𝑥1 + 𝑥2𝑥3𝑥4 = 2 ⟹ 𝑥2𝑥3𝑥4 =

2; 𝑥2 + 𝑥1𝑥3𝑥4 = 2 ⟹ 𝑥2 = 2; … ; 𝑥3 = 𝑥4 = 2 មិនោច។ ដយូចនេះគ្នម នចាំននួ្មួយោចយសមើ
សូនែបានយទ។ តាង 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 𝑝 ។ សមមតកិមមសមមូលនងឹ 𝑥𝑖 +

𝑝

𝑥𝑖
= 2, 𝑖 = 1,2,3,4 ។ សមីោរ 

𝑥 +
𝑝

𝑥
= 2 មានរសឺយ៉ាងយទ្ចើនចាំននួពរីតាងយោយ 𝑦 នងិ 𝑧 ។ ដយូចនេះ 𝑥𝑖 នមួិយៗោចយសមើ 𝑦 រយឺសមើ𝑧 ។ 

យយើងមានបីករណី៖ 
𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑥4 = 𝑦 ។ ដយូចនេះ 𝑦 + 𝑦3 = 2  ាំយោយ 𝑦 = 1 ។ 
𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝑦, 𝑥4 = 𝑧 ។ ដយូចនេះ 𝑧 + 𝑦3 = 𝑦 + 𝑦2𝑧 = 2 ។ យយើងទញបាន 
 𝑦; 𝑧 =   −1; 3 ;  1; 2    
𝑥1 = 𝑥2 = 𝑦, 𝑥3 =  𝑥4 = 𝑧 ។ ករណីយនេះយយើងទញបាន 𝑦 = 𝑧 = 1 ។ 

ដយូចនេះរសឺ  𝑥1; 𝑥2; 𝑥3; 𝑥4  គ ឺ  1; 1; 1; 1 ;  −1; −1; −1; 3   នងិចាំលាស់របស់វា។ 
145. តាង 𝐿1 =  𝑎1 − 𝑎2 𝑥2 +  𝑎1 − 𝑎3 𝑥3 +  𝑎1 − 𝑎4 𝑥4 នងិដចូគ្នន ចាំយ េះ 𝐿2 , 𝐿3 នងិ 𝐿4 ។ 
សនមតថា 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 < 𝑎4 ។ យៅកនងុករណីយនេះ 

2 𝑎1 − 𝑎2  𝑎2 − 𝑎3 𝑥2 =  𝑎3 − 𝑎2 𝐿1 −  𝑎1 − 𝑎3 𝐿2 +  𝑎1 − 𝑎2 𝐿3 
=  𝑎3 − 𝑎2 −  𝑎1 − 𝑎3 +  𝑎1 − 𝑎2 = 0 

2 𝑎2 − 𝑎3  𝑎3 − 𝑎4 𝑥3 =  𝑎4 − 𝑎3 𝐿2 −  𝑎2 − 𝑎4 𝐿3 +  𝑎2 − 𝑎3 𝐿4 
=  𝑎4 − 𝑎3 −  𝑎2 − 𝑎4 +  𝑎2 − 𝑎3 = 0 

ដយូចនេះ យយើងទញបាន 𝑥2 = 𝑥3 = 0 យហើយ ាំយោយ 𝑥1 = 𝑥4 = 1/ 𝑎1 − 𝑎4  ។ រសឺយនេះយផទៀងផ្ទទ ត់
ទ្បពន័ ធសមីោរដដលយោយ។ ចាំយលើយយផេងយទៀតជាចាំលាស់ននចាំយលើយមួយយនេះ។ 
146. យបើមួយកនងុចាំយ ម 𝑥, 𝑦, 𝑧 យសមើ 1 រ ឺ−1 យ េះ  −1, −1, −1  នងិ  1,1,1  ។ ទ្បពន័ ធគ្នម ន
ចាំយលើយយផេងពយីនេះយទ។ តាង 𝑓 𝑡 = 𝑡2 + 𝑡 − 1 ។ យបើកនងុចាំយ ម 𝑥, 𝑦, 𝑧 មានមួយធាំជាង 1 សនមត
ថា 𝑥 > 1 យយើងមាន 𝑥 < 𝑓 𝑥 = 𝑦 < 𝑓 𝑦 = 𝑦 < 𝑓 𝑦 = 𝑧 < 𝑓 𝑧 = 𝑥  មិនោច។ ដយូចនេះ 
𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 1 ។ 
ឥលូវសនមតថា មានមួយកនងុចាំយ ម 𝑥, 𝑦, 𝑧 សនមតថា 𝑥 មានតាំនលតចូជាង −1 ។ យោយ min 𝑓 = −

5

4
 

យ េះ យយើងមាន 𝑥 = 𝑓 𝑧 ∈  −
5

4
; −1 ។ យោយ 𝑓   −

5

4
; −1  =  −1; −11/16 ⊆  −1; 0  

នងិ 𝑓  −1; 0  =  −
5

4
; −1  ដយូចនេះ 𝑦 = 𝑓 𝑥 ∈  −1; 0 , 𝑧 = 𝑓 𝑦 ∈  −

5

4
; −1  នងិ 

𝑥 = 𝑓 𝑧 ∈  −1,0  ផទយុពោីរសនមត។ ដយូចនេះ −1 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 1 ។ 
យបើ −1 < 𝑥, 𝑦, 𝑧 < 1 យ េះ 𝑥 > 𝑓 𝑥 = 𝑦 > 𝑓 𝑦 = 𝑧 > 𝑓 𝑧 = 𝑥 មិនោច។ 
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147. −2; −1 ;  −
14

3
;

13

3
 .  

148. តាង 𝑆𝑘 = 𝑥1
𝑘 + 𝑥2

𝑘 + ⋯ + 𝑥𝑛
𝑘  នងិ តាង 𝜎𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 ជាពហុធាសីុយមទ្ទបីថមទ�ី� នន 

𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛។ ពហុធាសីុយមទ្ទបីថមទ�ី� ជា 𝜎𝑘 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 = ∑𝑥𝑖1
𝑥𝑖2

…𝑥𝑖𝑘   ដដល 
 𝑖1 , 𝑖2 , … , 𝑖𝑘 ∈  1,2, … , 𝑛 ។ ឧទហរណ៍ 𝜎1 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3;  𝜎2 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 =

𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1;  𝜎3 𝑥1, 𝑥2 , 𝑥3 = 𝑥1𝑥2𝑥3 ។ 
ទ្បពន័ ធសមីោរដដលយោយ 𝑆𝑘 = 𝑎𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 ។ តាមរបូមនតញវូតនុ យយើងទញបាន 

𝑘𝜎𝑘 = 𝑆1𝜎𝑘−1 − 𝑆2𝜎𝑘−2 + ⋯ +  −1 𝑘𝑆𝑘−1𝜎1 +  −1 𝑘−1𝑆𝑘 , 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 
𝜎1 = 𝑎 
𝑘𝜎2 = 𝑆1𝜎1 +  −1 1𝑆2 = 𝑎. 𝑎 − 𝑎2 = 0, 𝜎2 = 0 
… 

⟹ 𝜎1 = 𝑎;   𝜎𝑘 = 0 ចាំយ េះ 𝑘 = 2, … , 𝑛 

តាមទ្ទសឹតីបទដវែត 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  ជារសឺននពហុធា 𝑥𝑛 − 𝑎𝑥𝑛−1 មាននយ័ថា រសឺទាំងយ េះយសមើនងឹ 
𝑎, 0, … , 0 នងិចាំលាស់ទាំងអស់។ 
149. យបើ 𝑚 ∉  −2; 1  យ េះទ្បពន័ ធមានរសឺដតមួយគត់ 

𝑥 =
𝑏 + 𝑎 −  1 + 𝑚 𝑐

 2 + 𝑚  1 − 𝑚 
; 𝑦 =

𝑎 + 𝑐 −  1 + 𝑚 𝑏

 2 + 𝑚 (1 − 𝑚)
; 𝑧 =

𝑏 + 𝑐 −  1 + 𝑚 𝑎

 2 + 𝑚 (1 − 𝑚)
 

ចាំននួ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ជាសេុីតនព េន ត យបើនងិមានដតយបើ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជាសេុីតនព េន តដដរ។ 
យបើ 𝑚 = 1 យ េះទ្បពន័ ធមានចាំយលើយ យបើនងិមានដតយបើ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐។ ករណី 𝑚 = −2 ទ្បពន័ ធមាន
ចាំយលើយ យបើនងិមានដតយបើ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 ។ យៅកនងុករណីទាំងពរីយនេះ ទ្បពន័ ធមានចាំយលើយយទ្ចើនរាប់
មិនអស់។ 
150. យយើងមាន 𝑐𝑛 > 0 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑛 គ។ូ ដយូចនេះ 𝑐𝑛 = 0 ោចបានដតចាំយ េះ 𝑛 យសសដត
ប៉ាុយ ណ្ េះ។ សនមតថា 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎8 យហើយថា 𝑎1 ≤ 0 ≤ 𝑎8។ 
យបើ  𝑎1 <  𝑎8  យ េះមាន 𝑛0 ដដលចាំយ េះទ្គប់ចាំននួយសស 𝑛 > 𝑛0 យយើងមាន 7 𝑎1 𝑛 < 𝑎8

𝑛  ។ ដយូចនេះ  
𝑎1

𝑛 + 𝑎2
𝑛 + ⋯ + 𝑎8

𝑛 > 7𝑎1
𝑛 + 𝑎8

𝑛 > 0 ផទយុពលីកខខណឌ ដដលថា 𝑐𝑛 = 0 ចាំយ េះតាំនល 𝑛 យទ្ចើនរាប់
មិនអស់។ ដចូគ្នន ករណី  𝑎1 >  𝑎8  កមិ៏នោចដដរ។ យយើងទញបាន 𝑎1 = −𝑎8 ។ តាមរយបៀបដចូ
គ្នន  យយើងទញបាន 𝑎2 = −𝑎7; 𝑎3 = −𝑎6 នងិ 𝑎4 = −𝑎5 ។ យហើយ 𝑐𝑛 = 0 ចាំយ េះទ្គប់ចាំននួយសស 
𝑛 ។ 
151. តាង 𝑋 = 1 − 𝑥; 𝑌 = 1 − 𝑦; 𝑍 = 1 − 𝑧; 𝑇 = 1 − 𝑡 ។ យយើងទញបាន 
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𝑋2 = 𝑌
𝑌2 = 𝑍
𝑍2 = 𝑇
𝑇2 = 𝑋

  

យយើងទញបាន 𝑋4 = 𝑌2 = 𝑍 ⟹ 𝑋8 = 𝑍2 = 𝑇 ⟹ 𝑋16 = 𝑇2 = 𝑋  ⟹ 𝑋 𝑋15 − 1 = 0 ។ 
យយើងទញបាន  
- 𝑋 = 0; ⟹ 𝑌 = 𝑍 = 𝑇 = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 1 
- 𝑋 = 1; ⟹ 𝑌 = 𝑍 = 𝑇 = 1 ⟹ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑡 = 0 
152. បូកសមីោរទាំងអស់បញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន 

0 =   𝑥𝑖
2 + 2  

𝑎 − 1

2
 𝑥𝑖 +  

𝑎 − 1

2
 

2

 

1000

𝑖=1

=   𝑥𝑖 +
𝑎 − 1

2
 

21000

𝑖=1

 

យយើងទញបាន 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥1000 =
𝑎−1

2
 ។ 

153. តាង 𝑡1 = 𝑥1 − 𝑥2; 𝑡2 = 𝑥2 − 𝑥3; … ; 𝑡𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑥1 ។ ទ្បពន័ ធសមីោរសមមូលនងឹ 

 

2𝑡1 = 3𝑡2

2𝑡2 = 3𝑡3

……
2𝑡𝑛 = 3𝑡1

  

គណុអងគនងឹអងគននសមីោរ យយើងទញបាន 2𝑛𝑡1𝑡2 … 𝑡𝑛 = 3𝑛𝑡1𝑡2 …𝑡𝑛  ⟹ 𝑡1𝑡2 …𝑡𝑛 = 0។ ដយូចនេះ
ទ្តវូមាន 𝑡𝑖 មួយដដលយសមើសូនែ ។ យហើយយោយ 2𝑡𝑖 = 3𝑡𝑖+1 យ េះ យយើងទញបាន 𝑡1 = 𝑡2 = ⋯ =

𝑡𝑛 = 0 យហើយ 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛  ។ 
154. យយើងមាន 3𝑆 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≥ 0 ⟹ 𝑆 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 0 ។ ដយូចនេះកនងុចាំយ ម 𝑥, 𝑦, 𝑧 
ទ្តវូដតមានមួយជាចាំននួមិនអវជិ ាមាន។ សនមតថា 𝑥 ≥ 0 ។ យយើងទញបាន 

𝑦 4 − 𝑦 = 𝑥 ≥ 0  ⟹ 0 ≤ 𝑦 ≤ 4 
ដចូគ្នន យយើងទញបាន 0 ≤ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≤ 4 ។ តាង 𝑥 = 4 sin2 𝛼 ដដល 0 ≤ 𝛼 ≤

𝜋

2
 ។ យយើងទញបាន 

𝑧 = 4 sin2 2𝛼 ; 𝑦 = 4 sin2 4𝛼 ។ យហើយ 𝑥 = 4 sin2 8𝛼 ។ ដយូចនេះ  
4 sin2 8𝛼 = 4 sin2 𝛼   ⟹ cos 16𝛼 = cos 2𝛼 

 ាំយោយ 
1) 16𝛼 = 2𝛼 + 2𝑘𝜋  ⟹ 𝛼 =

𝑘𝜋

7
  𝑘 ∈ ℤ ; 

0 ≤ 𝛼 ≤
𝜋

2
⟹ 𝑘 = {0; 1; 2; 3} 

- 𝑘 = 0 
𝑥 = 𝑦 = 0; ⟹ 𝑆 = 0 

-𝑘 = 1; 2; 3 
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 ⟹  𝑆 = 4  sin2
𝜋

7
+ sin2

2𝜋

7
+sin2

3𝜋

7
 = 7 

2) 16𝛼 = −2𝛼 + 2𝑘𝜋  ⟹ 𝛼 =
𝑘𝜋

9
  𝑘 ∈ ℤ ; 

0 ≤ 𝛼 ≤
𝜋

2
⟹ 𝑘 = {0; 1; 2; 3; 4} 

- 𝑘 = 0 
𝑥 = 𝑦 = 0; ⟹ 𝑆 = 0 

- 𝑘 = 1; 2; 4 

⟹  𝑆 = 4  sin2
𝜋

9
+ sin2

2𝜋

9
+sin2

4𝜋

9
 = 6 

- 𝑘 = 3 

⟹  𝑆 = 4  sin2
𝜋

3
+ sin2

2𝜋

3
+sin2

4𝜋

3
 = 9 

155.   1; 1; 1 ;  −2; −2; −2  យកសមីោរទមួីយដកសមីោរទពីរី សមីោរទពីរីដកសមីោរ
ទបីី យយើងទញបាន 

 𝑥 − 𝑦  1 − 𝑧 = 0;    (1)  
 𝑦 − 𝑧  1 − 𝑥 = 0   (2) 

 1 ⟹   𝑥 = 𝑦 រ ឺ𝑧 = 1 
 2 ⟹   𝑦 = 𝑧 រ ឺ𝑥 = 1 
យយើងទញបានបួនករណី 

 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ;  𝑥 = 𝑦; 𝑥 = 1 ;  𝑧 = 1; 𝑦 = 𝑧 ;  𝑧 = 1; 𝑥 = 1  
ករណីទាំងបួនយនេះ ទ្តវូនងឹ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1 រ ឺ𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = −2 ។ 
156.  យយើងសិកាករណី 𝑎 > 0 យទ្ េះ 𝑎 ≠ 0 ។ ករណី 𝑎 < 0 គណុអងគសមីោរនងឹសញ្ជា ដក។ 
បូកសមីោរទាំងបីននទ្បពន័ ធបញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន 

 𝑎𝑥2 +  𝑏 − 1 𝑥 + 𝑐 +  𝑎𝑦2 +  𝑏 − 1 𝑦 + 𝑐 +  𝑎𝑧2 +  𝑏 − 1 𝑧 + 𝑐 = 0 
តាង 𝑓 𝑡 = 𝑎𝑡2 +  𝑏 − 1 𝑡 + 𝑐 ។ យយើងមាន  

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 = 0       (∗) 
យបើ Δ =  𝑏 − 1 2 − 4𝑎𝑐 < 0 យ េះ 𝑓 𝑡 > 0 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑡 ∈ ℝ  យទ្ េះ 𝑎 > 0។ ដយូចនេះ 

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 > 0 
ផទយុពសីមីោរ(*)។ 
157.  ជាំនសួ 𝑦 = −𝑥 ចូលកនងុទ្បពន័ ធ យយើងទញបាន 

 
𝑥3 + 𝑎𝑥3 =

1

2
 𝑎 + 1 2        (1)

2𝑥3 − 𝑎𝑥3 = 1   (2)
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សមីោរទ២ី យយើងទញបាន 𝑥 ≠ 0 ។ បូកសមីោរទាំងពរីចូលគ្នន  យយើងទញបាន 

3𝑥3 =
1

2
 𝑎 + 1 2 + 1 > 0; ⟹ 𝑥 > 0 

យកសមីោរទ១ីដចកនងឹសមីោរទ២ី យយើងទញបាន 
𝑎 + 1

2 − 𝑎
=

1

2
 𝑎 + 1 2   ⟹ 𝑎 = 0; −1; 1 

ចាំយ េះ 𝑎 = 0 យយើងមាន 

 
𝑥3 =

1

2
𝑥3 + 𝑥𝑦2 = 1

     ⟺

 
 

 𝑥 =
1

 2
3

𝑦 = ±
1

 2
3

  

រសឺដដលយផទៀងផ្ទទ ត់គ ឺ𝑥 =
1

 2
3 ; 𝑦 = −

1

 2
3  ។ 

ចាំយ េះ 𝑎 = −1 យយើងទញបាន 

 
𝑥3 + 𝑦3 = 0

𝑥3 − 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 = 1
 ⟹

 
 

 𝑥 =
1

 3
3

𝑦 = −
1

 3
3

  

ចាំយ េះ 𝑎 = 1 យយើងទញបាន 

 
𝑥3 − 𝑦3 = 2

𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 = 1
 ⟹  

𝑥3 − 𝑦3 = 2

2𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 = 2
  

⟹ 𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 𝑦3 = 0 
⟹  𝑥 + 𝑦  𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2𝑥𝑦 𝑥 + 𝑦 = 0 
⟹  𝑥 + 𝑦  𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0 
⟹ 𝑥 + 𝑦 = 0 
⟹ 𝑥 = 1; 𝑦 = −1 

ដយូចនេះ 𝑎 =  −1; 0; 1  ទ្បពន័ ធមានរសឺយផទៀងផ្ទទ ត់ លកខខណឌ ។ 
158. ទ្បពន័ ធសមមូលនងឹ 

 
 

 
3𝑥2 − 2 3 + 𝑧 𝑥 + 3𝑧 + 3 = 0 1 

𝑦3 + 3𝑦2 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2  2 

𝑦2 = −𝑧2 + 6𝑧  3 

𝑧 ≤ 3  4 

  

សមីោរ(១) មានរសឺ យបើ Δ′ =  3 + 𝑧 2 − 3 3𝑧 + 3 ≥ 0   ⟹ 𝑧 ≤ 0 ; 𝑧 ≥ 3 (៥)។ សមីោរទ៣ី
មានរសឺយបើ −𝑧2 + 6𝑧 ≥ 0   ⟹ 0 ≤ 𝑧 ≤ 6 (៦)។ ព(ី៤) (៥)(៦)យយើងទញបាន 𝑧 = 0; 𝑧 = 3 ។ 
យបើ 𝑧 = 0 យ េះ តាម(៣) យយើងទញបាន 𝑦 = 0;  នងិព(ី២) យយើងទញបាន 𝑥 = 1; 𝑥 = 2 ។ 
យផទៀងផ្ទទ ត់តាម(១) យយើងទញបាន 𝑥 = 1 ។ 
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យបើ 𝑧 = 3 យ េះ តាម(៣) យយើងទញបាន 𝑦 = ±3 ។ ព(ី១) យយើងទញបាន 𝑥 = 2 ។ ចាំយ េះ 𝑥 = 2 
យផទៀងផ្ទទ ត់តាម(២) យយើងទញបាន 𝑦 = −3 ។ ដយូចនេះ 

 𝑥; 𝑦; 𝑧 =   1; 0; 0 ;  2; −3; 3   
159.  គណុសមីោរទមួីយទពីរីនងិទបីី នងឹ 𝑐, 𝑎, 𝑏 យរៀងគ្នន  យយើងទញបាន 

 
  
 

  
 

𝑎𝑐

𝑥
−

𝑏𝑐

𝑧
= 𝑐2 − 𝑐𝑧𝑥

𝑎𝑏

𝑦
−

𝑎𝑐

𝑥
= 𝑎2 − 𝑎𝑥𝑦

𝑏𝑐

𝑧
−

𝑎𝑏

𝑦
= 𝑏2 − 𝑏𝑦𝑧

  

បូកសមីោរទាំងបីបញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន 
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎𝑥𝑦 + 𝑏𝑧𝑦 + 𝑐𝑥𝑧          (1) 

បាំបាត់ភាគដបងននទ្បពន័ ធយដើម 

 

𝑎𝑧 − 𝑏𝑥 = 𝑐𝑥𝑧 − 𝑧2𝑥2

𝑏𝑥 − 𝑐𝑦 = 𝑎𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2

𝑐𝑦 − 𝑎𝑧 = 𝑏𝑧𝑦 − 𝑦2𝑧2

  

បូកបញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន 
𝑥2𝑦2 + 𝑦2𝑧2 + 𝑧2𝑥2 = 𝑎𝑥𝑦 + 𝑏𝑧𝑦 + 𝑐𝑥𝑧       (2) 

បូក(១)នងឹ(២) យយើងទញបាន 
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑥2𝑦2 + 𝑦2𝑧2 + 𝑧2𝑥2 = 2 𝑎𝑥𝑦 + 𝑏𝑧𝑦 + 𝑐𝑥𝑧  
⟹     𝑥𝑦 − 𝑎 2 +  𝑧𝑦 − 𝑏 2 +  𝑥𝑧 − 𝑐 2 = 0 

⟹    

𝑥𝑦 = 𝑎
𝑧𝑦 = 𝑏
𝑥𝑧 = 𝑐

  

⟹     𝑥; 𝑦; 𝑧 =    
𝑎𝑐

𝑏
;  

𝑎𝑏

𝑐
;  

𝑏𝑐

𝑎
 ;  − 

𝑎𝑐

𝑏
; − 

𝑎𝑏

𝑐
; − 

𝑏𝑐

𝑎
   

160.  ទ្បពន័ ធមានរសឺង្ហយ  0; 0; 0  ។ យបើ 𝑥 = ±1 យ េះ ±2 + 𝑦 = 𝑦 មិនោច។ ដចូគ្នន យយើង
ទញបាន 𝑥 ≠ ±1; 𝑦 ≠ ±1; 𝑧 ≠ ±1 ។ យយើងមាន 

 

2𝑥 + 𝑥2𝑦 = 𝑦

2𝑦 + 𝑦2𝑧 = 𝑧

2𝑧 + 𝑧2𝑥 = 𝑥

       ⟺   

 
 
 

 
 𝑦 =

2𝑥

1 − 𝑥2
    4 

𝑧 =
2𝑦

1 − 𝑦2
     5 

𝑥 =
2𝑧

1 − 𝑧2
   (6)
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តាង 𝑥 = tan 𝛼 ≠ ±1  ⟹ 𝛼 ≠ ±
𝜋

4
+ 𝑘

𝜋

2
, 𝑘 ∈ ℤ ។ ព(ី៤) យយើងទញបាន 𝑦 = tan 2𝛼 នងិព(ី៥) 

យយើងទញបាន 𝑧 = tan 4𝛼 យហើយជាចុងយទ្ោយ 𝑥 = tan 8𝛼 = tan 𝛼 ។ ដយូចនេះ 
8𝛼 = 𝛼 + 𝑛𝜋   ⟹    𝛼 = 𝑛

𝜋

7
  ;  𝑛 ∈ ℤ  

ដយូចនេះទ្បពន័ ធមានរសឺ  𝑥; 𝑦; 𝑧 =   tan 𝑛
𝜋

7
; tan 𝑛

2𝜋

7
; tan 𝑛

4𝜋

7
 |𝑛 ∈ ℤ  

 វសិមភាព 

161.  តាង 𝐴 =
1

2
.

3

4
.

5

6
… .

99

100
; 𝐵 =

2

3
.

4

5
.

6

7
…

98

99 
។ យោយ 

2

3
>

1

2
; 

4

5
>

3

4
;
6

7
>

5

6
; … ;

98

99
>

97

98
; 1 >

99

100
 

យ េះ 𝐵 > 𝐴។ យយើងមាន 

𝐴𝐵 =  
1

2
.
2

3
  

3

4
.
4

5
  

5

6
.
6

7
 … 

98

99
.

99

100
 =

1

100
 

ដយូចនេះ 𝐴2 < 𝐴𝐵 =
1

100
  ⟹ 𝐴 <

1

10
 ។ 

ប ទ ប់មកយទៀត 

𝐵 < 2𝐴 =
3

4
.
5

6
.
7

8
…

99

100
 

យទ្ េះ  2

3
<

3

4
;

4

5
<

5

6
;

6

7
<

7

8
; … ;

98

99
<

99

100
។ ដយូចនេះ 

𝐴. 2𝐴 > 𝐴𝐵 =
1

100
   ⟹ 𝐴 >

1

10 2
 

162.  យយើងមាន 
1

2100
𝐶100

50 =
1.2.3 … 100

250 1.2.3 … 50 . 250 1.2.3 … 50 
 

=
1.2.3 … 100

 2.4.6 … 100  2.4.6 … 100 
=

1.3.5. .99

2.4.6 … 100
 

យហើយតាមសាំនរួ161. យយើងទញបានវសិមភាពពតិ។ 
163.  ដាំបូងយយើងនងឹបង្ហា ញថា ចាំយ េះទ្គប់ 𝑛 ≥ 1 យយើងមាន 

1

2
.
3

4
.
5

6
…

2𝑛 − 1

2𝑛
≤

1

 3𝑛 + 1
 

ចាំយ េះ 𝑛 = 1 យយើងមាន 1
2

=
1

 3.1+1
។ ប ទ ប់មកយទៀតសនមតថាពតិដល់ 𝑛 មាននយ័ថា 

1

2
.
3

4
.
5

6
…

2𝑛 − 1

2𝑛
≤

1

 3𝑛 + 1
 

យយើងគណុអងគសង្ហខ ងននវសិមភាពយនេះនងឹ 2𝑛+1

2𝑛+2
 យយើងទញបាន 
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1

2
.
3

4
.
5

6
…

2𝑛 − 1

2𝑛
.
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
≤

2𝑛 + 1

 2𝑛 + 2  3𝑛 + 1
 

យយើងមាន 

 
2𝑛 + 1

 2𝑛 + 2  3𝑛 + 1
 

2

=
 2𝑛 + 1 2

12𝑛3 + 28𝑛2 + 20𝑛 + 4
 

=
 2𝑛 + 1 2

 12𝑛3 + 28𝑛2 + 19𝑛 + 4 + 𝑛
 

=
 2𝑛 + 1 2

 2𝑛 + 1 2 3𝑛 + 4 + 𝑛
<

1

3𝑛 + 4
 

⟹
2𝑛 + 1

 2𝑛 + 2  3𝑛 + 1
<

1

 3𝑛 + 4
 

⟹
1

2
.
3

4
.
5

6
…

2𝑛 − 1

2𝑛
.
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
<

1

 3𝑛 + 4
 

164.  អនវុតតនវ៍សិមភាពកនងុសាំ នរួទ1ី63. ចាំយ េះ 50n =  យយើងទញបាន 
1

2
.
3

4
.
5

6
…

2𝑛 − 1

2𝑛
<

1

 3𝑛 + 1
 

1

2
.
3

4
.
5

6
…

2 × 50 − 1

2 × 50
<

1

 3 × 50 + 1
 

 
1

2
.
3

4
.
5

6
…

99

100
<

1

 151
=

1

12,288
<

1

12
 

ពតិ។ 
165.  ទ្ាយបញ្ជា ក់តាមកាំយន ើន។ 
166. ជាដាំបូង យយើងនងឹបង្ហា ញថា ចាំយ េះទ្គប់ចាំននួគត់ធមមជាត�ិ� ≤ 𝑛 យយើងមាន 

1 +
𝑘

𝑛
≤  1 +

1

𝑛
 
𝑘

< 1 +
𝑘

𝑛
+

𝑘2

𝑛2
 

ចាំយ េះ 𝑘 = 1 វសិមភាពពតិ។ សនមតថាវសិមភាពពតិចាំយ េះតាំនល 𝑘 ្មួយ។  យយើងមាន 

 1 +
1

𝑛
 
𝑘+1

=  1 +
1

𝑛
 
𝑘

 1 +
1

𝑛
 ≥  1 +

𝑘

𝑛
  1 +

1

𝑛
  

= 1 +
𝑘 + 1

𝑛
+

𝑘

𝑛2
> 1 +

𝑘 + 1

𝑛
 

ពតិ (មិនចាាំបាច់ទល់ដត 𝑘 ≤ 𝑛 យទ)។ 
យយើងមាន 

 1 +
1

𝑛
 
𝑘+1

=  1 +
1

𝑛
 
𝑘

 1 +
1

𝑛
 <  1 +

𝑘

𝑛
+

𝑘2

𝑛2  1 +
1

𝑛
  

= 1 +
𝑘 + 1

𝑛
+

𝑘2 + 2𝑘 + 1

𝑛2
−

𝑘 + 1

𝑛2
+

𝑘2

𝑛3
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= 1 +
𝑘 + 1

𝑛
+

 𝑘 + 1 2

𝑛2
−

𝑛 𝑘 + 1 − 𝑘2

𝑛3
 

< 1 +
𝑘 + 1

𝑛
+

 𝑘 + 1 2

𝑛2
 

យទ្ េះ 𝑛 𝑘 + 1 > 𝑘2យបើ 𝑛 ≥ 𝑘 ។ ដយូចនេះយោយយក 𝑘 = 𝑛 យយើងទញបាន 

2 = 1 +
1

𝑛
<  1 +

1

𝑛
 
𝑛

< 1 +
𝑛

𝑛
+

𝑛2

𝑛2
= 3 

167.  តាមសាំនរួ 166. យយើងទញបាន 

 1,000 001 1 000 000 =  1 +
1

1 000 000
 

1 000 000

> 2 
168. យយើងមាន 

1001999

10001000
=  

1001

1000
 

1000

.
1

1001
=  1 +

1

1000
 

1000

.
1

1001
 

<
3.1

1001
< 1 

(តាមសាំនរួ 166.)។ ដយូចនេះ 10001 000 > 1001999 ។ 
169. យយើងមាន 

         𝑐 + 1 −  𝑐 <  𝑐 −  𝑐 − 1 

⟺   𝑐 + 1 −  𝑐 − 1 < 2 𝑐 

⟺   𝑐 + 1 −  𝑐 − 1 
2

< 4𝑐 

⟺   𝑐2 − 1 < 𝑐 
ពតិ។ 
 
170. តាងចាំននួពតិទាំងយ េះយោយ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  ដដល 𝑥1𝑥2 …𝑥𝑛 = 1 ។ យយើងទ្តវូបង្ហា ញថា 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≥ 𝑛 ។ ចាំយ េះ 𝑛 = 1 វសិមភាពពតិ។ សនមតថាពតិចាំយ េះ 𝑛 = 𝑘 មាននយ័ថា 
ចាំយ េះទ្គប់ចាំននួពតិ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑘  ដដល 𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑘 = 1 យយើងមាន 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 ≥ 𝑘 ។ 
ចាំយ េះ 𝑛 = 𝑘 + 1 យបើ 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑘+1 = 1 យ េះ𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘+1 ≥ 𝑘 + 1 វសិមភាព
ពតិ។ ករណីយផេងពយីនេះ យោយារ ផលគណុននចាំននួទាំងយនេះមានតាំនលយសមើមួយ យហើយចាំននួទាំងយនេះ
មិនមានតាំនលយសមើមួយដចូគ្នន ទាំងអស់ ដយូចនេះមានចាំននួខាេះតចូជាងមួយចាំននួខាេះធាំជាងមួយ។ សនមត 
𝑥1 < 1, 𝑥𝑘+1 > 1។ តាង 𝑦1 = 𝑥1𝑥𝑘+1។ យយើងមាន 𝑦1𝑥2 …𝑥𝑘 = 1 ដយូចនេះ 𝑦1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 ≥

𝑘 ។ យយើងមាន 
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘+1 =  𝑦1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 − 𝑦1 + 𝑥1 + 𝑥𝑘+1 
≥ 𝑘 − 𝑦1 + 𝑥1 + 𝑥𝑘+1 =  𝑘 + 1 − 1 − 𝑥1𝑥𝑘+1 + 𝑥1 + 𝑥𝑘+1 

= 𝑘 + 1 +  𝑥𝑘+1 − 1  1 − 𝑥1 > 𝑘 + 1 
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វសិមភាពពតិដល់ 𝑘 + 1 ។ 
171.  ទ្ាយបញ្ជា ក់តាមកាំយន ើន។ ចាំយ េះ 𝑛 = 1 វសិមភាពពតិ។ សនមតថាពតិចាំយ េះ 𝑛 = 𝑘 មាន
នយ័ថា  1 + 𝑥1  1 + 𝑥2 …  1 + 𝑥𝑘 ≥ 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 ។ គណុអងគទាំងពរីននវសិមភព
នងឹ  1 + 𝑥𝑘+1  យយើងទញបាន  1 + 𝑥1  1 + 𝑥2 …  1 + 𝑥𝑘  1 + 𝑥𝑘+1 ≥  1 + 𝑥1 + 𝑥2 +

⋯ + 𝑥𝑘  1 + 𝑥𝑘+1 ។ យយើងមាន  1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘  1 + 𝑥𝑘+1 ≥  1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ +

𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1 ⟺  𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 𝑥𝑘+1 ≥ 0 ពតិយទ្ េះ 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑘+1 មានសញ្ជា ដចូគ្នន ។ 
ដយូចនេះ  1 + 𝑥1  1 + 𝑥2 …  1 + 𝑥𝑘  1 + 𝑥𝑘+1 ≥  1 + 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1 ។ 
172.  ចាំយ េះ 𝑛 = 6 យយើងមាន 26 = 64 < 6! = 720 < 36 = 729 
សនមតថាវសិមភាពពតិចាំយ េះ ចាំននួគត់ធមមជាត ិ𝑛 មួយ។ យយើងនងឹបង្ហា ញថា ពតិចាំយ េះ 𝑛 + 1 ដដរ។ 
យយើងមាន 

 
𝑛

2
 
𝑛

> 𝑛! >  
𝑛

3
 
𝑛

 

⟹   𝑛 + 1  
𝑛

2
 
𝑛

>  𝑛 + 1 ! >  𝑛 + 1  
𝑛

3
 
𝑛

 
ដយូចនេះ យយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 

 
𝑛 + 1

2
 
𝑛+1

>  𝑛 + 1  
𝑛

2
 
𝑛

 នងិ  
𝑛

3
 
𝑛

 𝑛 + 1 >  
𝑛 + 1

3
 
𝑛+1

 
ជាោរយស្សច។ វសិមភាពទាំងពរីសមមូលនងឹ 

 
𝑛 + 1

2  
𝑛+1

 
𝑛
2 

𝑛 > 𝑛 + 1 >
 
𝑛 + 1

3  
𝑛+1

 
𝑛
3 

𝑛  

⟺  

1
2

  
𝑛 + 1

2
 
𝑛

 
𝑛
2 

𝑛 > 1 >

1
3

  
𝑛 + 1

3
 
𝑛

 
𝑛
3 

𝑛  

⟺
1

2
 1 +

1

𝑛
 
𝑛

> 1 >
1

3
 1 +

1

𝑛
 
𝑛

 

⟺ 2 <  1 +
1

𝑛
 
𝑛

< 3 
ពតិ តាមសាំនរួ 166. ។ 

173.  យយើងមាន Δ′ = 9992 − 𝑎𝑐 > 0; Δ′ ∈ ℤ យទ្ េះ 𝑎, 𝑐 ∈ ℤ នងិ  𝑥1 − 𝑥2 =
2 Δ′

 𝑎 
 ។ 

យបើ Δ′ ≥ 2 យ េះ    

 𝑥1 − 𝑥2 =
2 Δ′

 𝑎 
>

2 Δ′

2000
≥

2 2

2000
>

1

998
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យបើ Δ′ = 1 យ េះ 𝑎𝑐 = 9992 − 1 = 998.1000 = 24 . 53 . 449 ។ យយើងមាន 22 . 53 . 449 =

1996 < 2000 ជាតដួចកមួយនន 24 . 53 . 449 = 𝑎𝑐 ⟹ តដួចកធាំបាំផតុនន 𝑎𝑐 = 24 . 53 . 449 យហើយ
ដដលតចូជាង 2000 យសមើនងឹ 1996 ។  ដយូចនេះ 𝑎 ≤ 1996 (យហតអុេីបានយកតដួចកតចូជាង2000 ? 
យទ្ េះ  𝑎 < 2000,  𝑐 < 2000)។ យយើងទញបាន 

 𝑥1 − 𝑥2 =
2 Δ′

 𝑎 
=

2

 𝑎 
≥

1

998
 

174.  លកខខណឌ ដដលយោយ  ាំយោយ 𝑥 ≠ 𝑦  នងិ 

𝑎 =
𝑦 − 2

𝑦 − 𝑥
; 𝑏 =

2 − 𝑥

𝑦 − 𝑥
 

ជាំនសួចូលលកខខណឌ ទបីី យយើងទញបាន 

3 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2  =
 𝑦 − 2 𝑥2

𝑦 − 𝑥
+

 2 − 𝑥 𝑦2

𝑦 − 𝑥
= 2 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦    1  

តាង 𝐶 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑦3 > 0 ។ យយើងមាន 

𝐶 =
𝑦 − 2

𝑦 − 𝑥
𝑥3 +

2 − 𝑥

𝑦 − 𝑥
𝑦3 

= −𝑥𝑦 𝑥 + 𝑦 + 2 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2  
= −𝑥𝑦  𝑥 + 𝑦 + 2 𝑥 + 𝑦 2 − 2𝑥𝑦 
=  𝑥 + 𝑦  −𝑥𝑦 + 2 𝑥 + 𝑦  − 2𝑥𝑦 
= 3 𝑥 + 𝑦 − 2𝑥𝑦;           តាម (1) 

ដយូចនេះ 

 
2 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 = 3

3 𝑥 + 𝑦 − 2𝑥𝑦 = 𝐶
  

យយើងទញបាន 𝑥 + 𝑦 = 6 − 𝐶; 𝑥𝑦 = 9 − 2𝐶 ។  
យយើងមាន  𝑥 + 𝑦 2 > 4𝑥𝑦   ⟹    6 − 𝐶 2 > 4 9 − 2𝐶   ⟹ 𝐶 > 4  ។ 
យយើងមាន 𝑥𝑦 > 0  ⟹ 9 − 2𝐶 > 0; ⟹ 𝐶 < 4,5 ។ 
175.   ករណី 𝑥 < −3  យ េះ  

𝑆 =  𝑥 +  
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
 >  𝑥 > 3 

 ករណី −3 < 𝑥 < 0 
ករណីយនេះ 2𝑥−1

𝑥+3
< 0 ដយូចនេះ  

𝑆 ≥
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
= −2 +

7

𝑥 + 3
> −2 +

7

3
=

1

3
 

 ករណី 𝑥 > 1 2  
យយើងមាន 
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𝑆 =  𝑥 +  
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
 ≥  𝑥 >

1

2
 

 ករណី 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 2  
ករណីយនេះយយើងមាន 𝑆 ≥ 1 3  យទ្ េះ  

𝑆 = 𝑥 −
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
=

𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥 + 3
 

𝑆 ≥
1

3
⟺    

𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥 + 3
≥

1

3
 

⟺ 3𝑥2 + 3𝑥 + 3 ≥ 𝑥 + 3  ⟺ 𝑥 ≥ 0  
ពតិ។សញ្ជា យសមើយក ើតមាន យពល 𝑥 = 0 ។ 
ដយូចនេះ min 𝑆 = 1/3 យពល 𝑥 = 0 ។  
176.  សនមតថា 𝑎 ≥ 0 ។ យបើ 𝑎 < 0 យ េះគណុពហុធា𝑓(𝑥) នងឹ −1  យយើងទញបានពហុធាដដល
យមគណុវជិ ាមាន យហើយយៅដតយផទៀងផ្ទទ ត់សមមតកិមមដដដល។ យយើងសនមតផងដដរថា 𝑏 ≥ 0 ។ យបើ𝑏 < 0 
យ េះយយើងយក 𝑓(−𝑥) យទ្ េះសមមតកិមមសីុយមទ្ទយីធៀបនងឹ 𝑥 ។ 
ជាំនសួ 𝑥 = 0; 𝑥 = ±1 ចូល𝑓 𝑥  យយើងទញបាន 

 
−1 ≤ 𝑐 ≤ 1  1 

−1 ≤ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≤ 1  2 

−1 ≤ 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 ≤ 1  3 

  

(2) នងិ(3)  ាំយោយ  
 
−1 − 𝑐 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ 1 − 𝑐
−1 − 𝑐 ≤ 𝑎 − 𝑏 ≤ 1 + 𝑐

  
យោយ 𝑎 ≥ 0; 𝑏 ≥ 0;  𝑐 ≤ 1 យ េះ  

 
0 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ 2
−2 ≤ 𝑎 − 𝑏 ≤ 2

  
⟹    

𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 ≤ 4
𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 ≤ 4

  
⟹   𝑎2 + 𝑏2 ≤ 4      (4) 

យយើងមាន 

𝐾 =
8

3
 𝑎2 + 𝑏2 −

2

3
𝑏2 ≤

8

3
 𝑎2 + 𝑏2 ≤

8

3
. 4 =

32

3
 

𝐾 មានតាំនលធាំបាំផតុយពល 𝑏 = 0; 𝑎2 + 𝑏2 = 4 ⟹ 𝑏 = 0; 𝑎 = ±2 ។ 
យបើ 𝑏 = 0; 𝑎 = 2;  2 ⟹ 𝑐 = −1 ។ 
យបើ 𝑏 = 0; 𝑎 = −2;  2 ⟹ 𝑐 = 1 ។ 
ដយូចនេះ  𝑎, 𝑏, 𝑐 =   2; 0; −1 ;  −2; 0; 1   ។ 
177.  សនមតថា 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ≤ 𝑎4 ≤ 𝑎5 ។ សនមតថា min𝑖≠𝑗  𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  

2
>

1

100
 យ េះ 
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𝑎2 − 𝑎1 >
1

10
  ⟹ 𝑎2 >

1

10
 

𝑎3 − 𝑎2 >
1

10
  ⟹ 𝑎3 >

2

10
 

𝑎4 − 𝑎3 >
1

10
  ⟹ 𝑎4 >

3

10
 

𝑎5 − 𝑎4 >
1

10
  ⟹ 𝑎2 >

4

10
 

⟹ 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 >
1 + 2 + 3 + 4

10
= 1   

មិនទ្តមឹទ្តវូ។ 
សនមតថា min𝑖≠𝑗  𝑎𝑖

2 − 𝑎𝑗
2 >

1

36
  យ េះ 

𝑎2
2 − 𝑎1

2 >
1

36
  ⟹ 𝑎2 >

1

6
 

𝑎3
2 − 𝑎2

2 >
1

36
  ⟹ 𝑎3 >

 2

6
 

𝑎4
2 − 𝑎3

2 >
1

36
  ⟹ 𝑎4 >

 3

6
 

𝑎5
2 − 𝑎4

2 >
1

36
  ⟹ 𝑎5 >

 4

6
 

⟹ 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4 + 𝑎5 >
1 +  2 +  3 +  4

10
> 1   

មិនទ្តមឹទ្តវូ។  
178.   ដនំនាោះត្ាយទ១ី 
យយើងមាន 

𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
=

2𝑎

 𝑏 + 𝑐 +  𝑏 + 𝑐 
+

2𝑏

 𝑐 + 𝑎 +  𝑐 + 𝑎 
+

2𝑐

 𝑎 + 𝑏 +  𝑎 + 𝑏 
 

<
2𝑎

𝑎 +  𝑏 + 𝑐 
+

2𝑏

𝑏 +  𝑐 + 𝑎 
+

2𝑐

𝑐 +  𝑎 + 𝑏 
= 2 

 ដនំនាោះត្ាយទ២ី 

តាង 𝑎 = 𝑥 + 𝑦; 𝑏 = 𝑦 + 𝑧; 𝑐 = 𝑧 + 𝑥។  
𝑎 + 𝑏 > 𝑐 ⟺ 𝑥 + 𝑦 + 𝑦 + 𝑧 > 𝑧 + 𝑥 ⟹ 𝑦 > 0 
𝑎 + 𝑐 > 𝑏 ⟺ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑥 > 𝑦 + 𝑧 ⟹ 𝑥 > 0 
𝑏 + 𝑐 > 𝑎 ⟺ 𝑦 + 𝑧 + 𝑧 + 𝑥 > 𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑧 > 0 

ដយូចនេះ យយើងបាំដលង លកខខណឌ  𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហេ ស់ទ្ជងុទ្តយីោណមក 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ 
យយើងមាន 

𝑥 + 𝑦

𝑦 + 𝑧 + 𝑧 + 𝑥
+

𝑦 + 𝑧

𝑧 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑦
+

𝑧 + 𝑥

𝑥 + 𝑦 + 𝑦 + 𝑧
<

𝑥 + 𝑦

𝑦 + 𝑧 + 𝑥
+

𝑦 + 𝑧

𝑧 + 𝑥 + 𝑦
+

𝑧 + 𝑥

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
= 2 
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ពតិ។ 
179.  តាង 𝑎 = 𝑥 + 𝑦; 𝑏 = 𝑦 + 𝑧; 𝑐 = 𝑧 + 𝑥 យ េះ 𝑥; 𝑦; 𝑧 > 0 ។ 
វសិមភាពខាងយឆេងសមមូលនងឹ 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 ≥ 3 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  
⟺    4 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 2 ≥ 3  𝑥 + 𝑦  𝑦 + 𝑧 +  𝑦 + 𝑧  𝑧 + 𝑥 +  𝑧 + 𝑥  𝑥 + 𝑦   
⟺      𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 

⟺   
1

2
  𝑥 − 𝑦 2 +  𝑦 − 𝑧 2 +  𝑧 − 𝑥 2 ≥ 0 

ពតិ។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន យពល x y z= =  មាននយ័ថា a b c= = ។ 
ដចូគ្នន វសិមភាពខាងាត ាំសមមូលនងឹ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 > 0 ពតិ យទ្ េះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ 
180.  យយើងមាន 

𝑎2 + 𝑏2 > 2𝑎𝑏 
𝑎 + 𝑏 > 𝑐    ⟹ 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 > 𝑐2 

⟹     𝑎2 + 𝑏2 +  𝑎2 + 𝑏2 > 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 > 𝑐2 
⟹ 2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2 > 0 

ដចូគ្នន យយើងទញបាន 
2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2 > 0 
2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2 > 0 

យយើងនងឹបង្ហា ញថា 
 2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2  2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2 ≤  2𝑎2 + 𝑏𝑐 2 

យយើងមាន 
 2𝑎2 + 𝑏𝑐 2 −  2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2  2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2  
= 4𝑎2𝑏𝑐 − 2𝑎2 𝑏2 + 𝑐2 − 4𝑏2𝑐2 + 2𝑏4 + 2𝑐4 
= 2 𝑏2 − 𝑐2 2 − 2𝑎2 𝑏 − 𝑐 2 
= 2 𝑏 − 𝑐 2 𝑏 + 𝑐 + 𝑎  𝑏 + 𝑐 − 𝑎 ≥ 0 

ដចូគ្នន យយើងទញបាន 
0 <  2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2  2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2 ≤  2𝑎2 + 𝑏𝑐 2 
0 <  2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2  2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2 ≤  2𝑏2 + 𝑎𝑐 2 
0 <  2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2  2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2 ≤  2𝑐2 + 𝑎𝑏 2 

គណុអងគនងឹអងគយយើងទញបានវសិមភាព។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន យពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
181. យយើងទញបាន  

𝑎 ≥ 0; 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0 ⟹ 𝑏2 ≤ 4𝑎𝑐 = 4.2𝑎.
𝑐

2
≤  2𝑎 +

𝑐

2
 

2

 

⟹ 2𝑏 ≤ 4𝑎 + 𝑐  
⟹ 2𝑏 − 4𝑎 ≤ 𝑐  
⟹ 3𝑏 − 3𝑎 ≤ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  
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⟹
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

𝑏 − 𝑎
≥ 3 

⟹ min 𝐹 = 3 
182.  យយើងមាន 

𝑆 = 𝑏𝑐 sin
𝛼

2
 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 cos 𝛼 

 3 sin 𝛼 + cos 𝛼

2
= cos 𝛼 − 60°   

យយើងមាន 
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 4𝑆 3  ⟺ 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 𝑏𝑐   3 sin 𝛼 + cos 𝛼 

⟺  𝑏 − 𝑐 2 + 2𝑏𝑐 1 − cos 𝛼 − 60°  ≥ 0 
យយើងមានសមភាពទល់ដត 𝑏 = 𝑐 នងិ 𝛼 = 60° មាននយ័ថា ទ្តយីោណជាទ្តយីោណសម័ងេ។ 
183.  សនមតថា 𝑎 ≥ 0; 𝑐 ≥ 0; 4𝑎𝑐 ≥ 𝑏2 ។ យបើ 𝑎 = 0 យ េះ 𝑏 = 0 យហើយវសិមភាពយៅជា 
𝑐𝑔2 ≥ 0 ។ យបើ 𝑎 > 0 យ េះ  

𝑎𝑓2 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑔2 = 𝑎  𝑓 +
𝑏

2𝑎
𝑔 

2

+
4𝑎𝑐 − 𝑏2

4𝑎
𝑔2 ≥ 0 

ឥលូវយយើងសនមតថា 𝑎𝑓2 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑔2 ≥ 0 ចាំយ េះទ្គប់គវូុចិទ័រ 𝑓, 𝑔 ។ ជាំនសួ 𝑓 យោយ 𝑡𝑔  𝑡 ∈ ℝ  
យយើងទញបាន  𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐 𝑔2 ≥ 0 ពតិចាំយ េះទ្គប់ចាំននួពតិ 𝑡 ដយូចនេះ ាំយោយ 𝑎 ≥ 0, 𝑐 ≥

0, 4𝑎𝑐 ≥ 𝑏2។  
184.  យយើងមាន 

−𝑎𝑖 =  𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1;𝑗≠𝑖

 

𝑛  𝑎𝑖  =   𝑛 − 1 𝑎𝑖 − (−𝑎𝑖 | =    𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  

𝑛

𝑗=1;𝑗≠𝑖

   

=    𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  

𝑖≠𝑗

 ≤   𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  

𝑖≠𝑗

 

⟹     𝑛   𝑎𝑖 

𝑛

𝑖=1

≤ 2   𝑎𝑖 − 𝑎𝑗  

𝑖<𝑗

 

⟹ វសិមភាពពតិ។ 
ចាំយ េះ 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛−1 = 𝑥 នងិ 𝑎𝑛 = − 𝑛 − 1 𝑥 យយើងទញបានអងគទាំង២យសមើគ្នន ។ ដយូចនេះ
វសិមភាពជាវសិមភាពតចូជាងឬយសមើ។ 
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185.   ដនំ ោះត្ាយទ១ី 
ជាដាំបូងយយើងសនមតថា កតាត នមួិយៗននអងគខាងាត ាំរបស់វសិមភាពមានតនមាវជិ ាមានឬសូនែ។ 
យយើងមាន 

𝑏 − 1 +
1

𝑐
= 𝑏  1 −

1

𝑏
+

1

𝑏𝑐
 = 𝑏  1 −

1

𝑏
+ 𝑎  

⟹    𝑎 − 1 +
1

𝑏
  𝑏 − 1 +

1

𝑐
 = 𝑏  𝑎 −  1 −

1

𝑏
   𝑎 +  1 −

1

𝑏
   

= 𝑏  𝑎2 −  1 −
1

𝑏
 

2

  

≤ 𝑏𝑎2 
ដចូគ្នន  យយើងទញបាន 

 𝑏 − 1 +
1

𝑐
  𝑐 − 1 +

1

𝑎
 ≤ 𝑐𝑏2 

 𝑎 − 1 +
1

𝑏
  𝑐 − 1 +

1

𝑎
 ≤ 𝑎𝑐2 

⟹   𝑎 − 1 +
1

𝑏
  𝑏 − 1 +

1

𝑐
  𝑐 − 1 +

1

𝑎
  

2

≤  𝑎𝑏𝑐 2 = 1 
ពតិ។ 
 
ករណីមានកតាត្មួយអវជិាមាន ឧទហរណ៍ 𝑎 − 1 +

1

𝑏
< 0 យ េះ 𝑎 < 1 យហើយ 𝑏 > 1។ កនងុ

ករណីយនេះ 𝑏 − 1 +
1

𝑐
> 0 នងិ 𝑐 − 1 +

1

𝑎
> 0 ។ ដយូចនេះយបើមានកតាត្មួយអវជិាមាន យ េះ មាន

ដតកតាត មួយយ េះប៉ាុយ ណ្ េះ ដដលអវជិ ាមាន ដយូចនេះផលគណុននកតាត ទាំងបីយនេះអវជិ ាមាន ដយូចនេះតចូជាង១។ 
 ដនំ ោះត្ាយទ២ី 

វសិមភាពដដលឱ្ែសមមូលនងឹ 

 𝑎 −  𝑎𝑏𝑐 
1
3 +

 𝑎𝑏𝑐 
2
3

𝑏
  𝑏 −  𝑎𝑏𝑐 

1
3 +

 𝑎𝑏𝑐 
2
3

𝑐
  𝑐 −  𝑎𝑏𝑐 

1
3 +

 𝑎𝑏𝑐 
2
3

𝑎
 ≤ 𝑎𝑏𝑐 

ជាំនសួ 𝑎 = 𝑥3; 𝑏 = 𝑦3; 𝑐 = 𝑧3 ដដល 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 យយើងទញបាន 

 𝑥3 − 𝑥𝑦𝑧 +
 𝑥𝑦𝑧 2

𝑦3   𝑦3 − 𝑥𝑦𝑧 +
 𝑥𝑦𝑧 2

𝑧3   𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧 +
 𝑥𝑦𝑧 2

𝑥3  ≤ 𝑥3𝑦3𝑧3 

⟺    𝑥2𝑦 − 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥  𝑦2𝑧 − 𝑧2𝑥 + 𝑥2𝑦  𝑧2𝑥 − 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 ≤ 𝑥3𝑦3𝑧3 

⟺    3𝑥3𝑦3𝑧3 +  𝑥6𝑦3

𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐

≥  𝑥4𝑦4𝑧

𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐

+  𝑥5𝑦2𝑧2

𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐
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⟺   3 𝑥2𝑦  𝑦2𝑧  𝑧2𝑥 +   𝑥2𝑦 3

𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐

≥   𝑥2𝑦 2 𝑦2𝑧 

𝑠𝑦𝑚

 

តាង 𝑢 = 𝑥2𝑦; 𝑣 = 𝑦2𝑧; 𝑤 = 𝑧2𝑥 ។ យយើងមាន 𝑢, 𝑣, 𝑤 > 0 
⟹   3𝑢𝑣𝑤 +  𝑢3

𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐

≥  𝑢2𝑣

𝑠𝑦𝑚

 

⟺    𝑢 𝑢 − 𝑣  𝑢 − 𝑤 

𝑐𝑦𝑐𝑙𝑖𝑐

≥ 0 

ពតិ តាមវសិមភាព  ។ 
186. យោយយទ្បើលកខខណឌ  𝑎 + 𝑏 = 1 យយើងបាំដលងវសិមភាពដដលយោយយៅជាវសិមភាព
អូម៉ាូដសន 

1

3
≤

𝑎2

 𝑎 + 𝑏 (𝑎 +  𝑎 + 𝑏 
+

𝑏2

 𝑎 + 𝑏  𝑏 +  𝑎 + 𝑏  
  ⟺ 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏2 ≤ 𝑎3 + 𝑏3  

⟺  𝑎 − 𝑏 2 𝑎 + 𝑏 ≥ 0 
ពតិ។ សមភាពយកើតមាន យពល 𝑎 = 𝑏 = 1 2  ។ 
 
187. 
188. យោយ 0 < 𝑥 < 1 យ េះវសិមភាពដដលឱ្ែោចសរយសរជា 

 1 +
1

𝑥
  1 +

1

1 − 𝑥
 ≥ 9 

 𝑥 + 1  1 − 𝑥 + 1 ≥ 9𝑥 1 − 𝑥  
2 + 𝑥 − 𝑥2 ≥ 9𝑥 − 9𝑥2 
 2𝑥 − 1 2 ≥ 0 

ពតិ។  
189.   យយើងមាន 

𝑎6

𝑏6
+

𝑎4

𝑏4
+

𝑎2

𝑏2
+

𝑏6

𝑎6
+

𝑏4

𝑎4
+

𝑏2

𝑎2
=  

𝑎6

𝑏6
+

𝑏6

𝑎6 +  
𝑎4

𝑏4
+

𝑏4

𝑎4 +  
𝑎2

𝑏2
+

𝑏2

𝑎2  

≥ 2 + 2 + 2 = 6 
អងគទាំង២យសមើគ្នន  លុេះទ្តាដត 𝑎 = 𝑏 ។ 

190.   យយើងមាន 
𝑥

𝑥4 + 𝑦2
+

𝑦

𝑥2 + 𝑦4
≤

𝑥

2 𝑥4𝑦2
+

𝑦

2 𝑥2𝑦4
 

≤
𝑥

2𝑥2𝑦
+

𝑦

2𝑥𝑦2
=

1

𝑥𝑦
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191.  យយើងមាន 
0 ≤  𝑥 −  𝑦2 + 1 

2
+  𝑦 −  𝑥2 + 1 

2
 

⟹ 𝑥2 + 𝑦2 + 1 ≥ 𝑥 𝑦2 + 1 + 𝑦 𝑥2 + 1 
អងគទាំង២យសមើគ្នន  យបើ  

 
𝑥 =  𝑦2 + 1

𝑦 =  𝑥2 + 1 

  

⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2 មិនោច។ ដយូចនេះអងគទ១ីធាំជាងអងគទ២ីោច់ខាត មាននយ័ថា 
𝑥2 + 𝑦2 + 1 > 𝑥 𝑦2 + 1 + 𝑦 𝑥2 + 1 

192.   យយើងមាន 
𝑥2

𝑦2
+

𝑦2

𝑧2
+

𝑧2

𝑥2
≥

𝑥

𝑧
+

𝑦

𝑥
+

𝑧

𝑦
 

⟺   
𝑥

𝑦
 

2

− 2
𝑥

𝑧
+  

𝑦

𝑧
 

2

+  
𝑦

𝑧
 

2

− 2
𝑦

𝑥
+  

𝑧

𝑥
 

2

+  
𝑧

𝑥
 

2

− 2
𝑧

𝑦
+  

𝑥

𝑦
 

2

≥ 0 

⟺   
𝑥

𝑦
−

𝑦

𝑧
 

2

+  
𝑦

𝑧
−

𝑧

𝑥
 

2

+  
𝑧

𝑥
−

𝑥

𝑦
 

2

≥ 0 

ពតិជានចិច។ អងគទាំង២យសមើគ្នន  មានដតx y z= = ។ 

193.  តាង 𝑎 = 𝑥 + 𝑦, 𝑏 = 𝑦 + 𝑧, 𝑐 = 𝑧 + 𝑥 យ េះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ 
វសិមភាពសមមូលនងឹ 

 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧  𝑥 + 𝑦 + 2𝑧  2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 64𝑥𝑦𝑧 
យយើងមាន 

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 +  𝑦 + 𝑧  

≥ 2 𝑥𝑦 + 2 𝑦𝑧 

≥ 4 𝑥𝑦2𝑧 1/4   
ដចូគ្នន   

𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 ≥ 4 𝑥𝑦𝑧2 
1
4 

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 4 𝑥2𝑦𝑧 1/4  
ដយូចនេះ 

 𝑥 + 2𝑦 + 𝑧  𝑥 + 𝑦 + 2𝑧  2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 64 𝑥𝑦2𝑧. 𝑥𝑦𝑧2 . 𝑥^2𝑦𝑧 
1
4 = 64𝑥𝑦𝑧 

ពតិ។ 
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194.  តាង 𝑎 = 𝑥 + 𝑦; 𝑏 = 𝑦 + 𝑧; 𝑐 = 𝑧 + 𝑥 យ េះ 𝑎; 𝑏; 𝑐 > 0 ។ យយើងមាន 
𝑥2 − 𝑧2

𝑦 + 𝑧
+

𝑦2 − 𝑥2

𝑧 + 𝑥
+

𝑧𝑥2 − 𝑦2

𝑥 + 𝑦
=

 𝑎 − 𝑏 𝑐

𝑏
+

 𝑏 − 𝑐 𝑎

𝑐
+

 𝑐 − 𝑎 𝑏

𝑎
 

=
𝑎𝑐

𝑏
+

𝑏𝑎

𝑐
+

𝑏𝑐

𝑎
− 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 

ដតថា  
1

2
 
𝑎𝑐

𝑏
+

𝑏𝑎

𝑐
 =  𝑎

𝑏2 + 𝑐2

2𝑏𝑐
≥ 𝑎 

យៅជាយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑏 = 𝑐 ។  ដចូគ្នន ដដរ 
1

2
 
𝑎𝑐

𝑏
+

𝑏𝑐

𝑎
 ≥ 𝑐 

1

2
 
𝑏𝑎

𝑐
+

𝑏𝑐

𝑎
 ≥ 𝑏 

បូកអងគននវសិមភាពទាំងយនេះបញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន𝑎𝑐

𝑏
+

𝑏𝑎

𝑐
+

𝑏𝑐

𝑎
− 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 ≥ 0  ។ ដយូចនេះ

វសិមភាពពតិ។ សញ្ជា យសមើយក ើតមានយពល𝑎 = 𝑏 = 𝑐 មាននយ័ថា 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ។ 
 
195.  តាង 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑐, 𝑦 = 𝑏 + 𝑐 − 𝑎, 𝑧 = 𝑐 + 𝑎 − 𝑏 ។  
ដយូចនេះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 នងិ 𝑎 =

𝑥+𝑧

2
, 𝑏 =

𝑦+𝑥

2
, 𝑐 =

𝑧+𝑦

2
 ។ យយើងមាន 

2 𝑥 + 𝑦 =  𝑥 + 𝑦 +  𝑥 + 𝑦 ≥ 𝑥 + 𝑦 + 2 𝑥𝑦 =   𝑥 +  𝑦 
2

 

⟹  𝑥 +  𝑦 ≤  2.  𝑥 + 𝑦 
យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យបើ x y=  ។ 
ដយូចនេះ 

 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 +  𝑏 + 𝑐 − 𝑎 =  𝑥 +  𝑦 ≤  2.  𝑥 + 𝑦 = 2 𝑏 
ដចូគ្នន   

 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 +  𝑐 + 𝑎 − 𝑏 ≤ 2 𝑐 

 𝑐 + 𝑎 − 𝑏 +  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 ≤ 2 𝑎  
បូកអងគនងឹអងគននវសិមភាព យយើងទញបានវសិមភាពពតិ។ 
សមភាពយកើតមាន លុេះទ្តាដត 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 មាននយ័ថា 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
 
196.    ដនំ ោះត្ាយទ១ី 
យយើងមាន  𝑎 − 𝑏  𝑎2 − 𝑏2 ≥ 0 ⟹ 𝑎3 + 𝑏3 ≥ 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏  យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត 
នងិមានដត 𝑎 = 𝑏 ។ ដយូចនេះ 
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1

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐
≤

1

𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏𝑐
=

𝑐

𝑎𝑏𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 

1

𝑏3 + 𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐
≤

𝑎

𝑎𝑏𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 

1

𝑐3 + 𝑎3 + 𝑎𝑏𝑐
≤

𝑏

𝑎𝑏𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 

ដយូចនេះ 
1

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑏3 + 𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐
+

1

𝑐3 + 𝑎3 + 𝑎𝑏𝑐
≤

𝑐 + 𝑏 + 𝑎

𝑎𝑏𝑐 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
=

1

𝑎𝑏𝑐
 

 
 ដនំ ោះត្ាយទ២ី 

វសិមភាពយនេះសមមូលនងឹ 
  𝑎3 + 𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐  𝑏3 + 𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐 𝑎𝑏𝑐

𝑠𝑦𝑚

≤ 2 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑎𝑏𝑐  𝑏3 + 𝑐3 + 𝑎𝑏𝑐  𝑐3 + 𝑎3 + 𝑎𝑏𝑐  

⟺     𝑎7𝑏𝑐 + 3𝑎4𝑏4𝑐 + 4𝑎5𝑏2𝑐2 + 𝑎3𝑏3𝑐3 

𝑠𝑦𝑚

≤   𝑎3𝑏3𝑐3 + 2𝑎6𝑏3 + 3𝑎4𝑏4𝑐 + 𝑎7𝑏𝑐 + 2𝑎5𝑏2𝑐2 

𝑠𝑦𝑚

 

⟺    2𝑎6𝑏3 − 2𝑎5𝑏2𝑐2  

𝑠𝑦𝑚

≥ 0 

⟺   𝑎6𝑏3𝑐0

𝑠𝑦𝑚

≥  𝑎5𝑏2𝑐2

𝑠𝑦𝑚

 

ពតិតាមវសិមភាព Muirhead យទ្ េះ  6; 3; 0 លុបយលើ  5; 2; 2 ។ សេុីត 6; 3; 0 លុបយលើ  5; 2; 2  
យទ្ េះ 6 > 5; 6 + 3 = 9 > 5 + 2 = 7; 6 + 3 + 0 = 5 + 2 + 2 ។ 
 
197.  យយើងមាន 

𝑎5 + 𝑏5 =  𝑎 + 𝑏  𝑎4 − 𝑎3𝑏 + 𝑎2𝑏2 − 𝑎𝑏3 + 𝑏4  
=  𝑎 + 𝑏   𝑎 − 𝑏  𝑎3 − 𝑏3 + 𝑎2𝑏2  
≥  𝑎 + 𝑏 𝑎2𝑏2 

យទ្ េះ  𝑎 − 𝑏  𝑎3 − 𝑏3 ≥ 0 ។ 

⟹  
𝑎𝑏

𝑎5 + 𝑏5 + 𝑎𝑏
≤

𝑎𝑏

 𝑎 + 𝑏 𝑎2𝑏2 + 𝑎𝑏
 

=
1

𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 1
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=
1

𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏𝑐
 

=
1

𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
 

=
𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

តាមរយបៀបដចូគ្នន  ចាំយ េះតយួផេងយទៀត។ យយើងទញបាន 
𝑎𝑏

𝑎5 + 𝑏5 + 𝑎𝑏
+

𝑏𝑐

𝑏5 + 𝑐5 + 𝑏𝑐
+

𝑐𝑎

𝑐5 + 𝑎5 + 𝑐𝑎
≤

𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
+

𝑎

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
= 1 

សមភាពយកើតមានយពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
 
198. តាង 

𝐴 =   𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

   𝑏𝑖
2

𝑛

𝑖=1

  

𝐵 =   𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2

 

𝐴 − 𝐵 =  𝑎𝑖
2𝑏𝑖

2

𝑛

𝑖=1

+  𝑎𝑖
2𝑏𝑗

2

𝑖≠𝑗

−   𝑎𝑖
2𝑏𝑖

2

𝑛

𝑖=1

+ 2  𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑗𝑏𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

  

=  𝑎𝑖
2𝑏𝑗

2

𝑖≠𝑗

− 2  𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑗𝑏𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

=   𝑎𝑖
2𝑏𝑗

2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

+  𝑎𝑗
2𝑏𝑖

2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 − 2  𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑗𝑏𝑗

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

=   𝑎𝑖
2𝑏𝑗

2 + 𝑎𝑗
2𝑏𝑖

2 − 2𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑗𝑏𝑗  

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

=   𝑎𝑖𝑏𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑖 
2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

≥ 0 

⟹ សាំ យណើ ពតិ។ 

199. តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត 

 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  
1

𝑥1
+

1

𝑥2
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛
 ≥    𝑥𝑖 .

1

 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2

= 𝑛2 

200.  តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត 
 𝑎 + 𝑏 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑐 + 𝑐 2 ≤  1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑐2 + 𝑐2  
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⟹  
 𝑎 + 2𝑏 + 3𝑐 2

𝑎2 + 2𝑏2 + 3𝑐2
≤ 6 

201. តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត 

⟹ 3   𝑎 +
1

𝑎
 

2

+  𝑏 +
1

𝑏
 

2

+  𝑐 +
1

𝑐
 

2

 ≥   𝑎 +
1

𝑎
 +  𝑏 +

1

𝑏
 +  𝑐 +

1

𝑐
  

2

 

=  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 +  
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
  

2

=  1 +  
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
  

2

 

≥  1 +
3

 𝑎𝑏𝑐 
1
3

 

2

      តាមវសិមភាពកសីុូ 

≥  1 +
9

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

2

   តាមវសិមភាពកសីុូ 

=  1 + 9 2 = 100 
⟹   𝑎 +

1

𝑎
 

2

+  𝑏 +
1

𝑏
 

2

+  𝑐 +
1

𝑐
 

2

≥
100

3
 

202. តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត 
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 2 ≤  1 + 1 + 1 + 1  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2  

= 4 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2  
⟹     8 − 𝑒 2 ≤ 4 16 − 𝑒2  
⟹   𝑒 5𝑒 − 16 ≤ 0 

⟹   0 ≤ 𝑒 ≤
16

5
  

យដើមបឱី្ែ 𝑒 = 16 5  លកខខណឌ គ ឺ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 នងិ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 24 5  ⟹ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 =

𝑑 = 6/5។ 

203.  តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត យយើងមាន 

  
𝑠

𝑠 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

   
𝑠 − 𝑎𝑖

𝑠

𝑛

𝑖=1

 ≥ 𝑛2 

យយើងមាន 

 
𝑠 − 𝑎𝑖

𝑠

𝑛

𝑖=1

=  1

𝑛

𝑖=1

−
1

𝑠
 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑛 − 1  ⟹     
𝑠

𝑠 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≥
𝑛2

𝑛 − 1
         ពតិ។ 

 មយ៉ាងវញិយទៀត 
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𝑠 − 𝑎𝑖

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

= −𝑛 +  
𝑠

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

    (∗) 

តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត 

  
𝑠

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

   
𝑎𝑖

𝑠

𝑛

𝑖=1

 ≥ 𝑛2 

យោយ  

  𝑎𝑖 𝑠 

𝑛

𝑖=1

 = 1 ⟹    
𝑠

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≥ 𝑛2 ; (∗)  ⟹   
𝑠 − 𝑎𝑖

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

≥ −𝑛 + 𝑛2 = 𝑛 𝑛 − 1   

ពតិ។ 
 យយើងមាន 

  1

𝑛

𝑖=1

   𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 ≥   𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2

⟹    𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 ≥
𝑠2

𝑛
 

ដតថា 

=    𝑎𝑖 𝑠 − 𝑎𝑖  

𝑛

𝑖=1

   
𝑎𝑖

𝑠 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≥   𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2

= 𝑠2 

⟹ =   
𝑎𝑖

𝑠 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≥
𝑠2

 ∑  𝑎𝑖 𝑠 − 𝑎𝑖  
𝑛
𝑖=1  

=
𝑠2

𝑠 ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 − ∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑖=1

 

≥
𝑠2

𝑠2 −
𝑠2

𝑛

=
𝑛

𝑛 − 1
  

ពតិ។ 

204. ក) សាំនរួយនេះគ្នម នលកខណៈពយិសស្យលើលាំោប់ 𝑎1; 𝑎2; 𝑎3 យទ មាននយ័ថា យបើយយើងផ្ទា ស់ 
𝑎1 យៅ 𝑎2; 𝑎2 យៅ 𝑎1 ។ល។យ េះសមមតកិមមយៅដដដលគ្នម នដទ្បទ្បួល។ តាមលកខណៈយនេះ យយើងោច
សនមតថា 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ។ ដយូចនេះ យយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 𝑎1 + 𝑎2 > 𝑎3 យៅបានយហើយ។ យយើងមាន 

=  𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 2 > 2 𝑎1

4 + 𝑎2
4 + 𝑎3

4  
⟺ =  𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3  𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3  −𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3  𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3 > 0 

កតាត នមួិយៗសុទធដតវជិ ាមាន យលើកដលងដត 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 ដដលមិនទន់ដងឹ។ ដត ផលគណុរបស់កតាត
ទាំងអស់វជិ ាមាន ដយូចនេះ 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3  ទ្តវូដតវជិ ាមាន។ 
ខ) ករណី 𝑛 = 3 បានទ្ាយបញ្ជា ក់រចួកនងុសាំ នរួក)។ យយើងសនមតថា 𝑛 ≥ 4 ។  
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តាមដចូយរៀបរាប់កនងុសាំ នរួក) យយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 𝑎1; 𝑎2; 𝑎3 ជារង្ហេ ស់ទ្ជងុននទ្តយីោណ ជាោរ
ទ្គប់ទ្គ្នន់យហើយ។ 
តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត 

 𝑛 − 1  𝑎1
4 + 𝑎2

4 + ⋯ + 𝑎𝑛
4 <  𝑎1

2 + 𝑎2
2 + ⋯ + 𝑎𝑛

2 2 

=  
𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2

2
+

𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2

2
+  𝑎𝑘

2

𝑛

𝑘=4

 

2

 

≤  𝑛 − 1  
 𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2 2

4
+

 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 2

4
+  𝑎𝑘

4

𝑛

𝑘=4

  

⟺   2 𝑎1
4 + 𝑎2

4 + 𝑎3
4 <  𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2 2 យហើយតាម សាំនរួ ក) យយើងទញបានថាសាំ យន ើពតិ។ 

205.  តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត  ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 យយើងមាន 
𝑆2 − 𝑎𝑖

2 = 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎𝑖−1
2 + 𝑎𝑖+1

2 + ⋯ + 𝑎𝑛
2

≥
1

𝑛 − 1
 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑖−1 + 𝑎𝑖+1 + ⋯ + 𝑎𝑛 2 =

1

𝑛 − 1
 𝑆1 − 𝑎𝑖 

2 

⟺  
𝑆2 − 𝑎𝑖

2

𝑆1 − 𝑎𝑖
≥

1

𝑛 − 1
 𝑆1 − 𝑎𝑖  

⟹     
𝑆2 − 𝑎𝑖

2

𝑆1 − 𝑎𝑖

𝑛

𝑘=1

≥
1

𝑛 − 1
  𝑆1 − 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=1

= 𝑆1 

206.  តាង 𝐸 =   𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ+ 𝑎2 + 𝑏2 =  𝑐2 + 𝑑2 3  នងិ 𝑓 ជាអនគុមន ៍កាំនត់យលើ 𝐸 
យោយ  

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 =
𝑐3

𝑎
+

𝑑3

𝑏
− 1 

យយើងយឃើញថា ចាំយ េះ ∀ 𝜆 ∈ ℝ+:  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐸 នងិ 𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0  
𝑎2 + 𝑏2 =  𝑐2 + 𝑑2 3   ⟺    𝜆3𝑎 2 +  𝜆3𝑏 2 =   𝜆𝑐 2 +  𝜆𝑑 2 3 

⟺   𝑎1
3 + 𝑏1

3 =  𝑐1
2 + 𝑑1

2 3 

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 =
𝑐3

𝑎
+

𝑑3

𝑏
− 1 =

 𝜆𝑐 3

𝜆3𝑎
+

 𝜆𝑑 3

𝜆3𝑏
− 1 = 𝑓 𝜆3𝑎, 𝜆3𝑏, 𝜆𝑐, 𝜆𝑑  

= 𝑓 𝑎1 , 𝑏1, 𝑐1 , 𝑑1  
យ េះ  𝑎1 = 𝜆3𝑎, 𝑏1 = 𝜆3𝑏, 𝑐1 = 𝜆𝑐, 𝑑1 = 𝜆𝑑 ∈ 𝐸 នងិ 
𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≥ 0 ⟺ 𝑓 𝑎1 , 𝑏1 , 𝑐1 , 𝑑1 ≥ 0 ។ លកខណៈខាងយលើយនេះពតិចាំយ េះ∀ 𝜆 ∈ ℝ+ ដយូចនេះយយើង
ោចយទ្ជើសយរ ើសយក 𝜆 ដដលយផទៀងផ្ទទ ត់ 𝑎1

2 + 𝑏1
2 = 1 ។ ដតយយើងោចជាំនសួសាំ យនរ 𝑎1 , 𝑏1 , 𝑐1 , 𝑑1 
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យោយ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 យោយគ្នម នបញ្ជា អេីទាំងអស់។ ដយូចនេះ មាននយ័ថាយយើងោចយក  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐸 នងិ 
𝑎2 + 𝑏2 = 1 យោយមិនយធេើយោយបាត់ភាពទយូៅយឡើយ។ ដយូចនេះ 𝑐2 + 𝑑2 = 1 ។ 
តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត  ាំយោយ 

 
𝑐3

𝑎
+

𝑑3

𝑏
  𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 ≥  𝑐2 + 𝑑2 2 = 1  

ដតយយើងមាន 

= 𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 ≤
𝑎2 + 𝑐2

2
+

𝑏2 + 𝑑2

2
=

1

2
 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 1   

⟹=
𝑐3

𝑎
+

𝑑3

𝑏
≥

1

𝑎𝑐 + 𝑏𝑑
≥ 1 

207. តាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត 

  𝑥 − 1 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
2

≤  𝑥 + 𝑦 + 𝑧  
𝑥 − 1

𝑥
+

𝑦 − 1

𝑦
+

𝑧 − 1

𝑧
  

⟺   𝑥 − 1 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 ≤  𝑥 + 𝑦 + 𝑧  
𝑥 − 1

𝑥
+

𝑦 − 1

𝑦
+

𝑧 − 1

𝑧
 

យយើងមាន 
𝑥 − 1

𝑥
+

𝑦 − 1

𝑦
+

𝑧 − 1

𝑧
= 3 −  

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
 = 1 

ដយូចនេះ  

 𝑥 − 1 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 ≤  𝑥 + 𝑦 + 𝑧  
𝑥 − 1

𝑥
+

𝑦 − 1

𝑦
+

𝑧 − 1

𝑧
=  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

វសិមភាពពតិ។ 
យយើងមានសមភាព លុេះទ្តាដត 

𝑥 − 1

𝑥2
=

𝑧 − 1

𝑧2
=

𝑧 − 1

𝑧2
;
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
= 2 ⟹ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =

3

2
 

208. តាង 𝑎 = 1 𝑥 ; 𝑏 = 1 𝑦 ; 𝑐 = 1 𝑧  ។ លកខខណឌ   

𝑥𝑦𝑧 ≥ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 ⟺
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
≤ 1  ⟹ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≤ 1 

វសិមភាព 

𝑥𝑦𝑧 ≥ 3 𝑥 + 𝑦 + 𝑧   ⟺ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≤
1

3
 

យយើងមាន 
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1 ≥  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  
យហើយតាមវសិមភាពកសីុូ ាេ ត យយើងមាន 

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≤  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑎2 ⟹   𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 
ដយូចនេះ  ាំយោយ 1 ≥ 3 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  ពតិ។ 

209. តាង 𝑎 = tan 𝑥 ; 𝑏 = tan 𝑦 ; 𝑐 = tan 𝑧 យ េះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ជាមុាំននទ្តយីោណស្សួច។ ដយូចនេះ
វសិមភាពសមមូលនងឹ max tan 𝑥 , tan 𝑦 , tan 𝑧 ≥  3 ។ ដតថា មានមុាំ មួយរបស់ទ្តយីោណ 
ឧទហរណ៍ 𝑥 ដដលធាំជាងរយឺសមើ 𝜋 3  (យបើ តចូជាង𝜋 3  ទាំងអស់គ្នន  យ េះ ផលបូកមុាំកនងុទ្តយីោណ 
មានតាំនលតចូជាង 𝜋)។ យោយអនគុមន ៍tan  យកើនយលើ  0, 𝜋 2   យ េះ tan 𝑥 ≥ tan

𝜋

3
=  3  ។ 

210. យយើងមាន 
 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 4 =   𝑥1

2 + 𝑥2
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 +  2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + ⋯  2 

≥ 4 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2  2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + ⋯      វសិមភាពកសីុូ       1  

= 8  𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2   𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑖<𝑗

  

= 8   𝑥𝑖𝑥𝑗  𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2  

𝑖<𝑗

 

≥ 8   𝑥𝑖𝑥𝑗  𝑥𝑖
2 + 𝑥𝑗

2  

𝑖<𝑗

                                                                               (2) 

យយើងមានសមភាព  ទល់ដតនងិមានដត មានយ៉ាងយោច្ស់ 𝑥𝑖 ចាំននួ  𝑛 − 2 ដដលយសមើសូនែ។ 
ឧទហរណ៍ 𝑥3 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0 ។ កនងុលកខខណឌ យនេះ យយើងមានសមភាព(1) ទល់ដតនងិមានដត 
2𝑥1𝑥2 = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 មាននយ័ថា 𝑥1 = 𝑥2 ។ 

ដយូចនេះ 𝐶 = 1 8  យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដតនងិមានដត មានយ៉ាងយោច្ស់ 𝑥𝑖 ចាំននួ  
 𝑛 − 2  ត ួដដលយសមើសូនែ យហើយតពួរីយទៀតយសមើគ្នន ។ 

211. យយើងមាន 
𝑃2 =  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑡 + 𝑡𝑥 2 ≤  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑡2  𝑦2 + 𝑧2 + 𝑡2 + 𝑥2  = 1 

ដយូចនេះ −1 ≤ 𝑃 ≤ 1 ។ 
យបើ 𝑥 = 𝑧 =

1

2
; 𝑦 = 𝑡 = −

1

2
 យ េះ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0; 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑡2 = 1 ។ យហើយ 

𝑃 =
1

2
.  −

1

2
 +  −

1

2
  

1

2
 +  

1

2
  −

1

2
 +  −

1

2
  

1

2
 = −1 ។ ដយូចនេះ 𝑃min   = −1 ។ 
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យយើងមាន 𝑃 =  𝑥 + 𝑧  𝑦 + 𝑡 = − 𝑦 + 𝑡 2 ≤ 0 ។ យបើ 𝑥 = 𝑦 = 1 2 ; 𝑧 = 𝑡 = − 1 2  យ េះ 
𝑃 = 0 ។ ដយូចនេះ 𝑃max  = 0  ។ 
ជាសរបុ 𝑃min = −1   ឧទហរណ៍ទ្តង់ 𝑥 = 𝑧 = 1 2 ; 𝑦 = 𝑡 = − 1 2  ។ 
 𝑃max = 0   ឧទហរណ៍ទ្តង់ 𝑥 = 𝑦 = 1 2 ; 𝑧 = 𝑡 = − 1 2  ។ 

212.  យយើងតាង 𝑥1 = tan 𝛼1 , 𝑥2 = sec 𝛼1 tan 𝛼2 នងិ 
𝑥𝑘 = sec 𝛼1 sec 𝛼2 … sec 𝛼𝑘−1 tan 𝛼𝑘  

យោយ − 𝜋

2
< 𝛼𝑘 <

𝜋

2
, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ។ យយើងគរួកត់សាំគ្នល់ថាោរជាំនសួយនេះយទ្ េះលាំោប់របស់ tan 𝛼 គ ឺ

 −∞,∞  នងិ sec 𝛼 ខុសពសូីនែជានចិច។ ដយូចនេះតទួ�ី� របស់អងគខាងយឆេងននវសិមភាពយសមើនងឹ 
sec 𝛼1 … sec 𝛼𝑘−1 tan 𝛼𝑘

1 + tan2 𝛼1 + ⋯ + sec2 𝛼1 … sec2 𝛼𝑛−1 tan2 𝛼𝑛
 

= cos 𝛼1 cos 𝛼2 … cos 𝛼𝑘 sin 𝛼𝑘  
ដយូចនេះវសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 
cos 𝛼1 sin 𝛼1 + cos 𝛼1 cos 𝛼2 sin 𝛼2 + ⋯ + cos 𝛼1 cos 𝛼2 … cos 𝛼𝑛 sin 𝛼𝑛 <  𝑛  
⟺ 𝑐1𝑠1 + 𝑐1𝑐2𝑠2 + ⋯ + 𝑐1𝑐2 …𝑐𝑛𝑠𝑛 <  𝑛 
ដដល 𝑐𝑖 = cos 𝛼𝑖  នងិ 𝑠𝑖 = sin 𝛼𝑖  ចាំយ េះ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ។ ចាំយ េះ2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 យោយារ 
𝑐𝑖

2 + 𝑠𝑖
2 = cos2 𝛼𝑖 + sin2 𝛼𝑖 = 1 យយើងទញបានថា 

𝑐1
2𝑐2

2 …𝑐𝑖−1
2 𝑠𝑖

2 + 𝑐1
2𝑐2

2 …𝑐𝑖−1
2 𝑐𝑖

2 = 𝑐1
2𝑐2

2 …𝑐𝑖−1
2  

⟹   𝑠1
2 + 𝑐1

2𝑠2
2 + ⋯ + 𝑐1

2𝑠2
2 …𝑐𝑛−2

2 𝑠𝑛−1
2 + 𝑐1

2𝑠2
2 …𝑐𝑛−1

2 = 1    (∗) 
តាម(*) នងិតាមវសិមភាពកសីុូាេ ត យយើងទញបាន 
𝑐1𝑠1 + 𝑐1𝑐2𝑠2 + ⋯ + 𝑐1𝑐2 … 𝑐𝑛𝑠𝑛  
≤  𝑠1

2 + 𝑐1
2𝑠2

2 + ⋯ + 𝑐1
2𝑐2

2 … 𝑐𝑛−2
2 𝑠𝑛−1

2 + 𝑐1
2𝑐2

2 …𝑐𝑛−1
2  .  𝑐1

2 + 𝑐2
2 + ⋯ + 𝑐𝑛−1

2 + 𝑐𝑛
2𝑠𝑛

2 

=  𝑐1
2 + 𝑐2

2 + ⋯ + 𝑐𝑛−1
2 + 𝑐𝑛

2𝑠𝑛
2 

=  cos2 𝛼1 + cos2 𝛼2 + ⋯ + cos2 𝛼𝑛−1 + cos2 𝛼𝑛 sin2 𝛼𝑛 ≤  𝑛 
វសិមភាពចុងយទ្ោយ ោា យជាសមភាព យៅយពលដដល 

cos 𝛼1 = cos 𝛼2 = ⋯ = cos 𝛼𝑛−1 = cos 𝛼𝑛 sin 𝛼𝑛 = 1 
សមភាពយនេះមិនោចយទ យទ្ េះ cos 𝛼𝑛 sin 𝛼𝑛 =

1

2
sin 2𝛼𝑛 < 1។ ដយូចនេះ យយើងមានវសិមភាព

ោច់ខាត។ 
213. តាង 𝑎 = 1 𝑥 , 𝑏 = 1 𝑦 , 𝑐 = 1/𝑧 យ េះ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  0; 1  នងិ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2។ 
វសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 
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1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
≥  

1 − 𝑎

𝑎
+  

1 − 𝑏

𝑏
+  

1 − 𝑐

𝑐
 

⟺    
1

2
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  

1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
 ≥

 
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
− 𝑎

𝑎
+

 
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
− 𝑏

𝑏
+

 
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
− 𝑐

𝑐
 

⟺     𝑎 + 𝑏 + 𝑐  
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
 ≥  

𝑏 + 𝑐 − 𝑎

𝑎
+  

𝑐 + 𝑎 − 𝑏

𝑏
+  

𝑎 + 𝑏 − 𝑐

𝑐
 

⟺   𝑏 + 𝑐 − 𝑎 +  𝑐 + 𝑎 − 𝑏 +  𝑎 + 𝑏 − 𝑐   
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
 

≥   
𝑏 + 𝑐 − 𝑎

𝑎
+  

𝑐 + 𝑎 − 𝑏

𝑏
+  

𝑎 + 𝑏 − 𝑐

𝑐
 

2

 

ពតិ តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត។  

214.  យោយចាំននួចាំលាស់ននលាំោប់ 𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑛  មានចាំននួកាំនត់ (ទាំងអស់មាន 𝑛! រយបៀប) យ េះ 
មានមួយដបបដដល 𝑆 មានតាំនលធាំបាំផតុ (ដចូគ្នន  តចូបាំផតុ)។ តាង 𝑖 < 𝑗 ជាសនទសេនព៍រី, តាង 𝜎 
ជាចាំលាស់នន 1,2, … , 𝑛  យហើយសនមតថា 𝜎 𝑖 > 𝜎 𝑗  ។ ដយូចនេះ𝑏𝜎 𝑗  ≥ 𝑏𝜎 𝑖  យទ្ េះសេុីត  𝑏𝑘  យកើន។ 
តាង 𝜎′ជាចាំលាស់នន 1,2, … , 𝑛  ដដលដចូគ្នន នងឹ 𝜎 ដដរ ដតខុសទ្តង់ 𝑖, 𝑗 ដដល 𝜎′ 𝑗 = 𝜎 𝑖  នងិ 
𝜎′ 𝑖 = 𝜎 𝑗 ។ ដយូចនេះ 

𝑆𝜎′ − 𝑆𝜎 =  𝑎𝑗 − 𝑎𝑖  𝑏𝜎 𝑖 − 𝑏𝜎 𝑗     
 យបើ 𝑎𝑖 < 𝑎𝑗  នងិ 𝑏𝜎 𝑗  < 𝑏𝜎 𝑖  យ េះ 𝑆𝜎′ > 𝑆𝜎  មាននយ័ថា 𝑆𝜎  មិនដមនធាំបាំផតុយទ 
 យបើ 𝑎𝑖 = 𝑎𝑗  រ ឺ𝑏𝜎 𝑗  = 𝑏𝜎 𝑖  យ េះ 𝑆𝜎′ = 𝑆𝜎  
ដយូចនេះ ជាំនសួ 𝜎 យោយ 𝜎′ ផលបូកមិនថយចុេះយទ រកឺោ៏ចធាំជាងមុន។ 

យបើ 𝜎 1 ≠ 1 ឧទហរណ៍ 𝜎 =  3; 1; 2; … ; 𝑛  ; 𝜎 1 = 3;  𝜎 2 = 1។ យយើងមានចាំលាស់ 𝜎′ មួយ
ដដល 𝜎′ 1 = 1 ឧទហរណ៍ 𝜎′ =  1; 3; 2; … ; 𝑛  ; 𝜎′ 1 = 1; 𝜎′ 2 = 3 ដដលតទួាំងអស់ដចូគ្នន
នងឹ  𝜎 យលើកដលងដតតទួមួីយនងឹទពីរីយចញ។ តាមលកខណៈខាងយលើ យយើងទញបាន 𝑆𝜎 ≤ 𝑆𝜎′  ។ មាន
នយ័ថា យរៀប  𝜎 =  3; 1; 2; … ; 𝑛  ជា 𝜎 =  1; 3; 2; … ; 𝑛  យយើងទញបាន 𝑆𝜎  ធាំជាងមុន។ មាននយ័
ថាផលបូក 

𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≤ 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛  
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ប ទ ប់មកយទៀតយយើងចាប់យផដើម ឆ្លា ស់សនទសេនច៍ាប់ពទី២ីយៅ ឧទហរណ៍ 𝜎 =  1; 3; 2; … ; 𝑛  ។ 
យយើងមាន 𝜎 2 = 3, 𝜎 3 = 2 ។ យយើងមានចាំលាស់ 𝜎′ មួយដដល 𝜎′ 2 = 2 ឧទហរណ៍ 
𝜎′ =  1; 2; 3; … ; 𝑛  ; 𝜎′ 2 = 2; 𝜎′ 3 = 3 ដដលតទួាំងអស់ដចូគ្នន  នងឹ 𝜎 យលើកដលងដតតទួពីរីនងិ
ទបីីយចញ។ តាមលកខណៈខាងយលើ យយើងទញបាន 𝑆𝜎 ≤ 𝑆𝜎′  ។ មាននយ័ថា យរៀប  
𝜎 =  1; 3; 2; … ; 𝑛  ជា 𝜎 =  1; 2; 3; … ; 𝑛  យយើងទញបាន 𝑆𝜎  ធាំជាងមុន។ មាននយ័ថាផលបូក 

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≤ 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛  
ដចូគ្នន  ចាំយ េះ 𝑖 = 3, … , 𝑛 − 1 យយើងទញបាន 𝜎′ 𝑖 = 𝑖 ដដលយពលយ េះផលបូកមានតាំនលធាំ ។ 
ដយូចនេះផលបូកមានតាំនលធាំបាំផតុ យពល 𝜎 𝑖 = 𝑖 ។ 
ទ្ាយបញ្ជា ក់ដចូគ្នន ករណីតចូបាំផតុ។ 

215.  វសិមភាពសមមូលនងឹ  

  𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 
2

𝑛

𝑖=1

≤   𝑥𝑖 − 𝑧𝑖 
2

𝑛

𝑖=1

 

⟺     𝑥𝑖
2 − 2𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑦𝑖

2 

𝑛

𝑖=1

≤   𝑥𝑖
2 − 2𝑥𝑖𝑧𝑖 + 𝑧𝑖

2 

𝑛

𝑖=1

 

⟺     −2𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑦𝑖
2 

𝑛

𝑖=1

≤   −2𝑥𝑖𝑧𝑖 + 𝑧𝑖
2 

𝑛

𝑖=1

 

យោយ ∑ 𝑦𝑖
2𝑛

𝑖=1 = ∑ 𝑧𝑖
2𝑛

𝑖=1  យ េះវសិមភាពសមមូលនងឹ 

  𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  𝑥𝑖𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1

 

វសិមភាពយទ្ោយយនេះពតិ តាមវសិមភាពតាំយរៀប។ 

216.  មាន 𝑥 ∈  0, 𝜋 2   ។ តាង 𝑎1 = sin3 𝑥 ; 𝑎2 = cos3 𝑥 នងិ 𝑏1 = 1 cos 𝑥 ; 𝑏2 =

1/ sin 𝑥 ។ យយើងយឃើញថា យបើ 𝑎1 ≤ 𝑎2 យ េះ 𝑏1 ≤ 𝑏2 យហើយ យបើ 𝑎1 ≥ 𝑎2 យ េះ 𝑏1 ≥ 𝑏2 ។ ដយូចនេះ
តាមវសិមភាពតាំយរៀប 

𝑓 𝑥 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 ≥ 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 = sin3 𝑥
1

sin 𝑥
+ cos3 𝑥

1

cos 𝑥
= sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 

មយ៉ាងវញិយទៀត យយើងដងឹថា 𝑓 𝜋 4  = 1,0 ដយូចនេះ តាំនលតចូបាំផតុរបស់ 𝑓 គយឺសមើ 1 ។ 
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217.  យោយវសិមភាពយនេះគ្នម នលកខណៈពយិសសចាំយ េះតាំយរៀប 𝑎, 𝑏, 𝑐 យយើងោចសនមតថា 
𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 ។ ដយូចនេះ 𝑎2 ≥ 𝑏2 ≥ 𝑐2 នងិ 𝑎𝑏 ≥ 𝑎𝑐 ≥ 𝑏𝑐 ។ តាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងទញបាន 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = 𝑎2𝑎 + 𝑏2𝑏 + 𝑐2𝑐 ≥ 𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 
𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 =  𝑎𝑏 𝑎 +  𝑎𝑐 𝑐 +  𝑏𝑐 𝑏 ≥  𝑎𝑏 𝑐 +  𝑎𝑐 𝑏 +  𝑏𝑐 𝑎 = 3𝑎𝑏𝑐 

218. យគយោយ 𝑛 ≥ 1។ តាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងមាន ∑ 𝑎𝑘

𝑘2
𝑛
𝑘=1  មានតាំនលតចូបាំផតុ យពល 

𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛  ។ 
យៅកនងុលកខខណឌ ដបបយនេះ (𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑛 ) យហើយ យោយារ 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  ជាចាំននួ
គត់វជិ ាមាន ដដលខុសគ្នន ពរីៗ យ េះ យយើងទញបាន 𝑎𝑖 ≥ 𝑖 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 ។ 
ដយូចនេះ យយើងទញបាន 

 
𝑎𝑘

𝑘2

𝑛

𝑘=1

≥  
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

 

219.  រនរៀរទមួីយ  
យយើងយរៀប 𝑎𝑖  តាមលាំោប់មួយដដល 𝑎𝑘 1 ≤ 𝑎𝑘 2 ≤ ⋯ ≤ 𝑎𝑘 𝑛 ។ ដយូចនេះ 

1

𝑎𝑘 1 
≥

1

𝑎𝑘 2 
≥ ⋯ ≥

1

𝑎𝑘 𝑛 
 

ដយូចនេះតាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងទញបាន 
𝑎1

2

𝑎2
+

𝑎2
2

𝑎3
+ ⋯ +

𝑎𝑛−1
2

𝑎𝑛
+

𝑎𝑛
2

𝑎1
= 𝑎1

2
1

𝑎2
+ 𝑎2

2
1

𝑎3
+ ⋯ + 𝑎𝑛

2
1

𝑎1
 

≥ 𝑎𝑘 1 
2 1

𝑎𝑘 1 
+ 𝑎𝑘 2 

2 1

𝑎𝑘 2 
+ ⋯ + 𝑎𝑘 𝑛 

2 1

𝑎𝑘 𝑛 
 

= 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  
 រនរៀរទពីីរ 

ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 ∈  1,2, … , 𝑛  យយើងមាន 
𝑎𝑖

2

𝑎𝑖+1
+ 𝑎𝑖+1 ≥ 2𝑎𝑖 

⟹     
𝑎𝑖

2

𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

+  𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

≥ 2  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

យោយយក 𝑎𝑛+1 = 𝑎1  

⟹   𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

=  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 ⟹   
𝑎𝑖

2

𝑎𝑖+1

𝑛

𝑖=1

≥  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1  
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220. យយើងមាន 
 𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999 2 

=   𝑥1998 𝑝𝑦 + 𝑞𝑧 .  
𝑥2000

𝑝𝑦 + 𝑞𝑧
+  𝑦1998 𝑝𝑧 + 𝑞𝑥 .  

𝑦2000

𝑝𝑧 + 𝑞𝑥

+  𝑧1998 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 .  
𝑧2000

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦
 

2

  

≤  𝑥1998 𝑝𝑦 + 𝑞𝑧 + 𝑦1998 𝑝𝑧 + 𝑞𝑥 + 𝑧1998 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦  .  
𝑥2000

𝑝𝑦 + 𝑞𝑧
+

𝑦2000

𝑝𝑧 + 𝑞𝑥
+

𝑧2000

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦
  

=  𝑝 𝑥1998𝑦 + 𝑦1998𝑧 + 𝑧1998𝑥 + 𝑞 𝑥1998𝑧 + 𝑦1998𝑥 + 𝑧1998𝑦   
𝑥2000

𝑝𝑦 + 𝑞𝑧
+

𝑦2000

𝑝𝑧 + 𝑞𝑥

+
𝑧2000

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦
                                           (1) 

យយើងមាន  
𝑥1998𝑦 + 𝑦1998𝑧 + 𝑧1998𝑥 ≤ 𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999        (2) 

យទ្ េះតាមវសិមភាពតាំយរៀប នងិយោយារ(២)មានលកខណៈសីុយមទ្ទយីធៀបនងឹ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ដដលយយើងោច
សនមតថា 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 បាន យ េះ 

𝑎1 = 𝑥1998 ≤ 𝑎2 = 𝑦1998 ≤ 𝑎3 = 𝑧1998 ; 
𝑏1 = 𝑥 ≤ 𝑏2 = 𝑦 ≤ 𝑏3 = 𝑧 

យ េះយោយយក 𝑏𝜎 𝑖 =  𝑏2; 𝑏3; 𝑏1  យយើងទញបាន 

𝑆𝜎 =  𝑎𝑖𝑏𝜎 𝑖 

3

1

= 𝑥1998𝑦 + 𝑦1998𝑧 + 𝑧1998𝑥 ≤ 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3

= 𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999 
ពតិ។ ដយូចនេះវសិមភាព(១)យៅជា 
 𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999 2 
≤  𝑝 + 𝑞  𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999  

𝑥2000

𝑝𝑦 + 𝑞𝑧
+

𝑦2000

𝑝𝑧 + 𝑞𝑥
+

𝑧2000

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦
  

⟺  
𝑥2000

𝑝𝑦 + 𝑞𝑧
+

𝑦2000

𝑝𝑧 + 𝑞𝑥
+

𝑧2000

𝑝𝑥 + 𝑞𝑦
≥

𝑥1999 + 𝑦1999 + 𝑧1999

𝑝 + 𝑞
 

221.  តាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងមាន 
𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛  
𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≥ 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏1 
… 
𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≥ 𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛−1 
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បូកអងគនងឹអងគ យយើងទញបាន 
𝑛 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≥  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ + 𝑏𝑛  

⟹ វសិមភាពពតិ។ 
ទ្ាយបញ្ជា ក់ដចូគ្នន ករណីសេុីត  𝑏𝑛  យរៀបតាមលាំោប់ទ្ចាសមកវញិ។ 
222.  រនរៀរទ១ី 
តាមលកខណៈសីុយមទ្ទ ីយយើងោចសនមតថា 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐  

⟹
1

𝑎 + 𝑏
≤

1

𝑎 + 𝑐
≤

1

𝑏 + 𝑐
 

តាមវសិមភាព  យយើងទញបាន 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
= 𝑎.

1

𝑏 + 𝑐
+ 𝑏.

1

𝑐 + 𝑎
+ 𝑐.

1

𝑎 + 𝑏
 

≥
1

3
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑐 + 𝑎
+

1

𝑎 + 𝑏
  

=
1

6
  𝑏 + 𝑐 +  𝑐 + 𝑎 +  𝑎 + 𝑏   

1

𝑏 + 𝑐
+

1

𝑐 + 𝑎
+

1

𝑎 + 𝑏
  

≥
1

6
. 3   𝑏 + 𝑐  𝑐 + 𝑎  𝑎 + 𝑏 

3
. 3 

1

𝑏 + 𝑐

1

𝑐 + 𝑎

1

𝑎 + 𝑏
 

3

 

=
3

2
 

ពតិ។ 
 រនរៀរទ២ី 

តាមលកខណៈសីុយមទ្ទ ីយយើងោចសនមតថា 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐  

⟹
1

𝑎 + 𝑏
≤

1

𝑎 + 𝑐
≤

1

𝑏 + 𝑐
 

តាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងទញបាន 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
= 𝑎.

1

𝑏 + 𝑐
+ 𝑏.

1

𝑐 + 𝑎
+ 𝑐.

1

𝑎 + 𝑏
 

≥ 𝑎.
1

𝑐 + 𝑎
+ 𝑏.

1

𝑎 + 𝑏
+ 𝑐.

1

𝑏 + 𝑐
 

នងិ 
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
≥ 𝑎.

1

𝑎 + 𝑏
+ 𝑏.

1

𝑏 + 𝑐
+ 𝑐.

1

𝑎 + 𝑐
 

បូកអងគនងឹអងគ យយើងទញបាន 
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2  
𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
 

≥ 𝑎.
1

𝑐 + 𝑎
+ 𝑏.

1

𝑎 + 𝑏
+ 𝑐.

1

𝑏 + 𝑐
+ 𝑎.

1

𝑎 + 𝑏
+ 𝑏.

1

𝑏 + 𝑐
+ 𝑐.

1

𝑎 + 𝑐
= 3 

⟹ វសិមភាពពតិ។ 

223. តាង 

𝑆 =
𝑎3

𝑏 + 𝑐 + 𝑑
+

𝑏3

𝑐 + 𝑑 + 𝑎
+

𝑐3

𝑑 + 𝑎 + 𝑏
+

𝑑3

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

𝑥 = 𝑏 + 𝑐 + 𝑑, 𝑦 = 𝑐 + 𝑑 + 𝑎, 𝑧 = 𝑑 + 𝑎 + 𝑏, 𝑡 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) 

យោយផលបូក 𝑆 មានលកខណៈសីុយមទ្ទយីធៀបនងឹ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 (ឧទហរណ៍ ជាំនសួ 𝑎 យោយ 𝑏 នងិ 𝑏 
យោយ 𝑎 យយើងទញបាន 𝑆 យៅដដដល) យ េះ យយើងោចសនមតថា 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 ≥ 𝑑 ⟹ 𝑎𝑛 ≥ 𝑏𝑛 ≥

𝑐𝑛 ≥ 𝑑𝑛  ចាំយ េះទ្គប់ 𝑛 ∈ ℕ នងិ 
1

𝑥
≥

1

𝑦
≥

1

𝑧
≥

1

𝑡
 

តាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងមាន 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 ≥ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑 + 𝑑𝑎 = 1។ 
តាមវសិមភាព  យយើងមាន 

𝑆 = 𝑎3
1

𝑥
+ 𝑏3

1

𝑦
+ 𝑐3

1

𝑧
+ 𝑑3

1

𝑡
 

≥
1

4
 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 𝑑3  

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
+

1

𝑡
  

នងិ 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 𝑑3 ≥
1

4
 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑  

≥
1

4
 1  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 =

1

4
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑  

⟹   𝑆 ≥
1

16
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑  

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
+

1

𝑡
  

≥
1

48
 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡  

1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
+

1

𝑡
 ≥

1

48
. 4 𝑥𝑦𝑧𝑡4 . 4 

1

𝑥

1

𝑦

1

𝑧

1

𝑡

4

=
1

3
 

224.  តាមលកខណៈសីុយមទ្ទ ីយយើងោចសនមតថា 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 ។ ដយូចនេះ 𝑎𝑛 ≥ 𝑏𝑛 ≥ 𝑐𝑛  ចាំយ េះទ្គប់ 
𝑛 ∈ ℕ នងិ 

1

𝑎 + 𝑏
≤

1

𝑎 + 𝑐
≤

1

𝑏 + 𝑐
 

តាមវសិមភាពតាំយរៀប យយើងមាន 
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𝑎𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑏𝑛

𝑐 + 𝑎
+

𝑐𝑛

𝑎 + 𝑏
≥

𝑎𝑛

𝑎 + 𝑏
+

𝑏𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑐𝑛

𝑐 + 𝑎
 

នងិ 
𝑎𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑏𝑛

𝑐 + 𝑎
+

𝑐𝑛

𝑎 + 𝑏
≥

𝑎𝑛

𝑐 + 𝑎
+

𝑏𝑛

𝑎 + 𝑏
+

𝑐𝑛

𝑏 + 𝑐
 

បូកអងគនងិអងគ យយើងទញបាន 
𝑎𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑏𝑛

𝑐 + 𝑎
+

𝑐𝑛

𝑎 + 𝑏
≥

1

2
 
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑎 + 𝑏
+

𝑏𝑛 + 𝑐𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑐𝑛 + 𝑎𝑛

𝑐 + 𝑎
  

តាមវសិមភាព 

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ≥
1

2
 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1  𝑎 + 𝑏   ⟹

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑎 + 𝑏
≥

1

2
 𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1  

ដចូគ្នន  
𝑏𝑛 + 𝑐𝑛

𝑏 + 𝑐
≥

1

2
 𝑏𝑛−1 + 𝑐𝑛−1  

𝑐𝑛 + 𝑎𝑛

𝑐 + 𝑎
≥

1

2
 𝑐𝑛−1 + 𝑎𝑛−1  

⟹  
𝑎𝑛

𝑏 + 𝑐
+

𝑏𝑛

𝑐 + 𝑎
+

𝑐𝑛

𝑎 + 𝑏
≥

𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1 + 𝑐𝑛−1

2
 

 
225.  តាមលកខណៈសីុយមទ្ទ ីយយើងោចសនមតថា 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 ។ ដយូចនេះ 

1

 1 + 𝑦  1 + 𝑧 
≤

1

 1 + 𝑧  1 + 𝑥 
≤

1

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
 

តាមវសិមភាព  យយើងទញបាន 
𝑥3

 1 + 𝑦  1 + 𝑧 
+

𝑦3

 1 + 𝑧  1 + 𝑥 
+

𝑧3

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
 

≥
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

3
 

1

 1 + 𝑦  1 + 𝑧 
+

1

 1 + 𝑧  1 + 𝑥 
+

1

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
  

=
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

3

3 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 1 + 𝑦  1 + 𝑧  1 + 𝑥 
 

តាង (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 3 = 𝑎។ តាមវសិមភាព  យយើងមាន 
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

3
≥

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

3

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

3
≥

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

3
.
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

3
.
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

3

=  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

3
 

3

= 𝑎3 
នងិ តាមវសិមភាពកសីុូ 

3𝑎 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 3  𝑥𝑦𝑧3 = 3 
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 1 + 𝑦  1 + 𝑧  1 + 𝑥 ≤  
 1 + 𝑦 +  1 + 𝑧 +  1 + 𝑥 

3
 

3

=  1 + 𝑎 3 

ដយូចនេះ 
𝑥3

 1 + 𝑦  1 + 𝑧 
+

𝑦3

 1 + 𝑧  1 + 𝑥 
+

𝑧3

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
≥ 𝑎3

6

 1 + 𝑎 3
 

ដយូចនេះ យយើងទ្តវូបង្ហា ញថា 
6𝑎3

 1 + 𝑎 3
≥

3

4
 

 យោយ 𝑎3 ≥ 1  យ េះ 

𝑓 𝑎 =
6𝑎3

 1 + 𝑎 3
= 6  1 −

1

1 + 𝑎
 

3

 
ជាអនគុមនយ៍កើនោច់ខាតយលើ ℝ+ ។ យយើងមាន 

𝑓 𝑎3 ≥ 𝑓 1 =
3

4
 

ដយូចនេះវសិមភាពពតិ។ 

226.  រនរៀរទីមួយ  
ចាំយ េះទ្គប់ចាំននួពតិ មិនអវជិ ាមាន យគមាន 

  𝑎1 −  𝑎2 
2

≥ 0  ⟹
𝑎1 + 𝑎2

2
≥  𝑎1𝑎2 

ដយូចនេះ វសិមភាពខាងយលើពតិ ចាំយ េះ 𝑛 = 2 ។ សនមតថា វសិមភាពខាងយលើពតិ រហូតដល់ 
𝑛 = 2𝑘−1, 𝑘 > 2 ។ ដយូចនេះ 

 𝑎1𝑎2 …𝑎2𝑘−1
2𝑘−1

≤
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎2𝑘−1

2𝑘−1
 

តាង 
𝑥1 =

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎2𝑘−1  

2𝑘−1
 

𝑥2 =
𝑎2𝑘−1+1 + ⋯ + 𝑎2𝑘  

2𝑘−1
  

យយើងមាន 
𝑥1 + 𝑥2

2
≥  𝑥1𝑥2 
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⟹

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎2𝑘−1  

2𝑘−1 +
𝑎2𝑘−1+1 + ⋯ + 𝑎2𝑘  

2𝑘−1

2

≥  
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎2𝑘−1  

2𝑘−1
.
𝑎2𝑘−1+1 + ⋯ + 𝑎2𝑘  

2𝑘−1

≥   𝑎1𝑎2 … 𝑎2𝑘−1
2𝑘−1

.  𝑎2𝑘−1+1 …𝑎2𝑘
2𝑘−1

=  𝑎1𝑎2 …𝑎2𝑘
2𝑘  

⟹  
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎2𝑘  

2𝑘
≥  𝑎1𝑎2 …𝑎2𝑘

2𝑘  
ដយូចនេះ វសិមភាពពតិចាំយ េះ ទ្គប់ 𝑛 = 2𝑘 , 𝑘 ≥ 1 ។ ឥលូវសនមតថា 2𝑘−1 < 𝑛 < 2𝑘  ។ តាង 

𝑦1 = 𝑎1 , 𝑦2 = 𝑎2 , … , 𝑦𝑛 = 𝑎𝑛  
𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛+2 = ⋯ = 𝑦2𝑘 = 𝐴 

𝐴 =
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
 

𝐺 =  𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛
𝑛  

យយើងមាន 
𝑦1 + 𝑦2 + ⋯ + 𝑦2𝑘

2𝑘
≥  𝑦1𝑦2 …𝑦2𝑘

2𝑘
 

⟺  
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 +  2𝑘 − 𝑛 𝐴

2𝑘
≥   𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛 . 𝐴2𝑘−𝑛  

2𝑘

 

⟺
𝑛𝐴 +  2𝑘 − 𝑛 𝐴

2𝑘
≥  𝐺𝑛𝐴2𝑘−𝑛

2𝑘

 

⟺ 𝐴 ≥ 𝐺
𝑛

2𝑘  𝐴
1−

𝑛

2𝑘  

⟺ 𝐴
𝑛

2𝑘 ≥ 𝐺
𝑛

2𝑘  
⟺ 𝐴 ≥ 𝐺 

⟺  
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
≥  𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛

𝑛  
ដយូចនេះវសិមភាពពតិចាំយ េះទ្គប់ 𝑛 ≥ 2 ។ 

 រនរៀរទពីីរ 

អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = ln 𝑥 ជាអនគុមនយ៍បា៉ាងយលើ ℝ+∗ ។ តាមវសិមភាពយិនសិន យយើងទញបាន 

ln  
1

𝑛
𝑎1 +

1

𝑛
𝑎2 + ⋯ +

1

𝑛
𝑎𝑛 ≥

1

𝑛
ln 𝑎1 +

1

𝑛
ln 𝑎2 + ⋯ +

1

𝑛
ln 𝑎𝑛 = ln  𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛

𝑛  

⟹  
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
≥  𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛

𝑛  

227.  តាង 𝑎 = 𝑥 + 𝑦, 𝑏 = 𝑦 + 𝑧, 𝑐 = 𝑧 + 𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0) វសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 
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6𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝑦2𝑧 + 𝑦𝑧2 + 𝑧2𝑥 + 𝑧𝑥2 
វសិមភាពយនេះពតិ យោយយទ្បើវសិមភាពមធែមនព េន តមធែមធរណីមាទ្ត សាំរាប់ 
𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2 , 𝑥2𝑧, 𝑥𝑧2 , 𝑦2𝑧, 𝑦𝑧2 ។ 

228.  យយើងមាន 

 𝑛! 2/𝑛 =   1.2. …𝑛 
1
𝑛 

2

≤  
1 + 2 + ⋯ + 𝑛

2
 

2

=  
𝑛 + 1

2
 

2

≤
1

3
𝑛2 +

1

2
𝑛 +

1

6
 

229.  តាមវសិមភាពកសីុូ 
8𝑎2𝑏3𝑐3 ≤ 2𝑎8 + 3𝑏8 + 3𝑐8 
8𝑎3𝑏2𝑐3 ≤ 3𝑎8 + 2𝑏8 + 3𝑐8 
8𝑎3𝑏3𝑐2 ≤ 3𝑎8 + 3𝑏8 + 2𝑐8 

បូកវសិមភាពអស់យនេះបញ្ចូលគ្នន  យហើយដចកនងឹ 3𝑎3𝑏3𝑐3 យយើងទញបានវសិមភាពដដលចង់បាន។ 

230.  តាមវសិមភាពកសីុូ 
 𝑛 + 𝑘 − 1 𝑥1

𝑛𝑥2 …𝑥𝑘 ≤ 𝑛𝑥1
𝑛+𝑘−1 + 𝑥2

𝑛+𝑘−1 + ⋯ + 𝑥𝑘
𝑛+𝑘−1 

 𝑛 + 𝑘 − 1 𝑥1𝑥2
𝑛 …𝑥𝑘 ≤ 𝑥1

𝑛+𝑘−1 + 𝑛𝑥2
𝑛+𝑘−1 + ⋯ + 𝑥𝑘

𝑛+𝑘−1 
…      … 

 𝑛 + 𝑘 − 1 𝑥1𝑥2 …𝑥𝑘
𝑛 ≤ 𝑥1

𝑛+𝑘−1 + 𝑥2
𝑛+𝑘−1 + ⋯ + 𝑛𝑥𝑘

𝑛+𝑘−1 
បូកវសិមភាពទាំងអស់បញ្ចូលគ្នន  ប ទ ប់មកដចកនងឹ (𝑛 + 𝑘 − 1) យយើងទញបានវសិមភាពដដលទ្តវូ
ទ្ាយបញ្ជា ក់។ 
231. តាមវសិមភាពកសីុូ 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 ≥ 𝑛  𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛
𝑛  

1

𝑥1
+

1

𝑥2
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛
≥ 𝑛  

1

𝑥1

1

𝑥2
…

1

𝑥𝑛
 

𝑛  

⟹    𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  
1

𝑥1
+

1

𝑥2
+ ⋯ +

1

𝑥𝑛
 ≥ 𝑛2 

232. តាមលកខណៈសីុយមទ្ទ ីយយើងោចសនមតថា 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 ។ តាង 
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  

យយើងមាន 
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝑓 𝑥,  𝑦𝑧,  𝑦𝑧  

= 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑦 + 𝑧 − 2 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 2 𝑦𝑧 + 4𝑥 𝑦𝑧 

=  𝑦 − 𝑧 2 +   𝑦 −  𝑧 
2
− 2𝑥  𝑦 −  𝑧 

2
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=   𝑦 −  𝑧 
2
   𝑦 +  𝑧 

2
+ 1 − 2𝑥  

=   𝑦 −  𝑧 
2
 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥 + 1 + 2 𝑦𝑧  

យោយ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 យ េះ 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥 ≥ 0 ⟹ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 − 𝑓 𝑥,  𝑦𝑧,  𝑦𝑧 ≥ 0 យហើយអងគទាំង២
យសមើគ្នន  លុេះទ្តាដត 𝑦 = 𝑧 ។ ប ទ ប់មកយទៀត យយើងនងឹបង្ហា ញថា 𝑓 𝑥,  𝑦𝑧,  𝑦𝑧 ≥ 0 ។ 
តាង 𝑎 = 𝑥 នងិ 𝑏 =  𝑦𝑧 ។ ដយូចនេះ 𝑎, 𝑏 > 0 នងិ 𝑎𝑏2 = 1 ។ យយើងមាន 

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑏 = 𝑎2 + 𝑎 + 2𝑏 − 4𝑎𝑏 

=
1

𝑏4
+

1

𝑏2
+ 2𝑏 −

4

𝑏
 

=
1

𝑏4
 2𝑏5 − 4𝑏3 + 𝑏2 + 1  

=
1

𝑏4
 𝑏 − 1 2 2𝑏3 + 4𝑏2 + 2𝑏 + 1 ≥ 0 

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  លុេះទ្តាដត 𝑏 = 1។ ដយូចនេះ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑏 ≥ 0 យហើយយសមើគ្នន  លុេះទ្តាដត 
𝑦 = 𝑧, 𝑏 = 1, 𝑥𝑦𝑧 = 1 ⟹ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1។  

233. តាមវសិមភាពកសីុូ 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 + 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑐𝑑 ≥ 10  𝑎2𝑏2𝑐2𝑑2𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑑𝑏𝑐𝑏𝑑𝑐𝑑 
1

10

= 10  𝑎5𝑏5𝑐5𝑑5 
1

10 = 10 
អងគទាំង២យសមើគ្នន  យពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 1 ។ 

234. យយើងមាន 
 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 3 = 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 6𝑎𝑏𝑐 + 3 𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑐 + 𝑏2𝑎 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 + 𝑐2𝑏 

≥ 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 6𝑎𝑏𝑐 + 3.6 𝑎6𝑏6𝑐66
= 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 24𝑎𝑏𝑐 

(តាមវសិមភាពកសីុូ) 

235.  ករណីអងគខាងាត ាំននវសិមភាព អវជិ ាមាន រ ឺសូនែ យ េះវសិមភាពជាវសិមភាពោច់ខាត។ 
ករណីអងគខាងាដ ាំវជិ ាមាន យយើងសនមតថា 𝑎 = max 𝑎, 𝑏, 𝑐  ។ ដយូចនេះ 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 > 0 នងិ 
𝑐 + 𝑎 − 𝑏 > 0  ⟹ 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 > 0 យទ្ េះអងគខាងាដ ាំវជិ ាមាន។ ដយូចនេះ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហេ ស់ទ្ជងុនន
ទ្តយីោណ។ ដយូចនេះ យយើងតាង 

𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 𝑥, 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 = 𝑦, 𝑐 + 𝑎 − 𝑏 = 𝑧 

⟹  
𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0

𝑎 =
𝑥 + 𝑧

2
, 𝑏 =

𝑦 + 𝑥

2
, 𝑐 =

𝑧 + 𝑦

2
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វសិមភាពយៅជា 
 𝑥 + 𝑧  𝑦 + 𝑥  𝑧 + 𝑦 ≥ 8𝑥𝑦𝑧 

តាមវសិមភាពកសីុូ យយើងទញបាន 
 𝑥 + 𝑧  𝑦 + 𝑥  𝑧 + 𝑦 ≥ 2 𝑥𝑧. 2 𝑦𝑥. 2 𝑧𝑦 = 8𝑥𝑦𝑧 

ពតិ។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន ទល់ដតនងិមានដត 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 មាននយ័ថា 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 

236. តាមវសិមភាពកសីុូ យយើងមាន 

 𝑎𝑘 1 − 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=1

=   𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

    1 − 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=1

 ≤  
1

𝑛
 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

 

𝑛

 
1

𝑛
  1 − 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=1

 

𝑛

=
1

𝑛𝑛
.
 𝑛 − 1 𝑛

𝑛𝑛

=
 𝑛 − 1 𝑛

𝑛2𝑛
 

237. យយើងមាន 

𝑎2 + 𝑏2 +
1

𝑎2
+

𝑏

𝑎
=  𝑏 +

1

2𝑎
 

2

+ 𝑎2 +
3

4𝑎2
 

≥ 𝑎2 +
3

4𝑎2
 យសមើគ្នន ទល់ដត b = −

1

2a
 

≥ 2  
3

4
=  3     តាមវសិមភាពកសីុូ 

⟹ 𝑎2 + 𝑏2 +
1

𝑎2
+

𝑏

𝑎
≥  3 

យសមើគ្នន  លុេះទ្តាដត 𝑎4 = 3 4  នងិ 𝑏 = −1/2𝑎 ។ 

238. តាមវសិមភាពកសីុូ ចាំយ េះ 𝑛 ≥ 2 

  1 +
1

𝑛 − 1
 
𝑛−1

 

1
𝑛

<
1 +  1 +

1
𝑛 − 1

 +  1 +
1

𝑛 − 1
 + ⋯ +  1 +

1
𝑛 − 1

 

𝑛

=
1 +  𝑛 − 1  1 +

1
𝑛 − 1

 

𝑛
= 1 +

1

𝑛
 

⟹    1 +
1

𝑛 − 1
 
𝑛−1

<  1 +
1

𝑛
 
𝑛

   ⟹ 𝑈𝑛−1 < 𝑈𝑛  
មយ៉ាងវញិយទៀត 

  1 −
1

𝑛
 
𝑛

 

1
𝑛+1

<
1 +  1 −

1
𝑛 +  1 −

1
𝑛 + ⋯ +  1 −

1
𝑛 

𝑛 + 1
=

1 + 𝑛  1 −
1
𝑛 

𝑛 + 1
=

𝑛

𝑛 + 1
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⟹  
𝑛 − 1

𝑛
 
𝑛

<  
𝑛

𝑛 + 1
 
𝑛+1

 ⟺
1

 
𝑛 − 1 + 1

𝑛 − 1  
𝑛 <

1

 
𝑛 + 1

𝑛  
𝑛   

⟺
1

 1 +
1

𝑛 − 1 
𝑛 <

1

 1 +
1
𝑛 

𝑛  ⟺
1

𝑉𝑛−1 
<

1

𝑉𝑛
 ⟹ 𝑉𝑛 < 𝑉𝑛−1 

239. យយើងតាង 
𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 =

𝑎1

𝑎2 + 𝑎3
+

𝑎2

𝑎3 + 𝑎4
+ ⋯ +

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛 + 𝑎1
+

𝑎𝑛

𝑎1 + 𝑎2
 

កនងុសាំ យនរប ទ ប់មកយទៀតយនេះ យយើងសនមតថា 𝑎𝑛+1 = 𝑎1; 𝑎𝑛+2 = 𝑎2; 𝑎𝑛+3 = 𝑎3; … ។ 
𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 =

𝑎1

𝑎2 + 𝑎3
+

𝑎2

𝑎3 + 𝑎4
+ ⋯ +

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1
+

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛+2
 

យយើងសនមតថា 𝑎1 = max 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛  ។ តាង 𝑖1 = 1 ។ តាង 𝑖2 ជាសនទសេនរ៍បស់ចាំននួធាំបាំផតុ
រវាង 𝑎2 នងិ 𝑎3  គ ឺយបើ 𝑎2 > 𝑎3 យក 𝑖2 = 2 នងិយបើ 𝑎3 > 𝑎2 យក 𝑖2 = 3 យហើយយបើ 𝑎2 = 𝑎3 
យ េះយយើងយក 𝑖2 = 2 ។ ដយូចនេះ 𝑖2 ≤ 𝑖1 + 2 ។ 
យយើងបយងេើតសេុីត  𝑖𝑘  មួយ យោយកាំយន ើនដចូតយៅយនេះ៖ 
យបើ បយងេើតបាន 𝑖𝑘  រចួយហើយ តាង 𝑖𝑘+1 ជាសនទសេនន៍នចាំននួធាំជាងយគរវាង 𝑎𝑖𝑘 +1 នងិ 𝑎𝑖𝑘+2 យោយ 
យបើ 𝑎𝑖𝑘+1 = 𝑎𝑖𝑘+2  យក 𝑖𝑘+1 = 𝑖𝑘 + 1។ កនងុលកខខណឌ យនេះ 𝑖𝑘+1 ≤ 𝑖𝑘 + 2។ 
យោយ 𝑖1 = 1 យ េះ 𝑖𝑘+1 ≤ 1 + 2𝑘 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑘 ។ 
យោយ 𝑎1 = 𝑎𝑛+1 = max 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 = max 𝑎𝑛 , 𝑎𝑛+1  យ េះ យយើងមាន 𝑟 ដដល 
𝑖𝑟+1 = 𝑛 + 1  ជាសនទសេនរ៍បស់ចាំននួធាំបាំផតុរវាង 𝑎𝑛  នងិ 𝑎𝑛+1 ដដលទ្តវូនងឹចាំននួធាំបាំផតុរវាង 
𝑎𝑖𝑟 +1 នងិ 𝑎𝑖𝑟 +2។ ដយូចនេះ 𝑖𝑟 = 𝑛 − 1  រ ឺ𝑖𝑟 = 𝑛 ។ ដយូចនេះ 𝑛 − 1 ≤ 𝑖𝑟 ≤ 1 + 2 𝑟 − 1   
⟹ 𝑟 ≥ 𝑛/2           
[ដ ើម្បីពន្យល់អំន្ះអំនាងខាងដលើ ខ្ញំសូម្ដាក់ឧទាហរណ៍ម្យួ សន្មតថា 𝑛 = 5; 𝑎1 ធជំាងដគនិ្ង 

𝑎3 > 𝑎2; 𝑎4 > 𝑎5 ។ ដយើងមាន្ 𝑖1 = 1; 𝑖2 ជាសន្ទសសន៍្របស់ចនំ្នួ្ធបំំផតុរវាង 𝑎𝑖1+1 = 𝑎2 និ្ង 

𝑎𝑖1+2 = 𝑎3 ។ ដដាយ 𝑎3 > 𝑎2  ⟹ 𝑖2 = 3; 𝑖3 ជាសន្ទសសន៍្របស់ចនំ្នួ្ធបំំផតុរវាង 𝑎𝑖2+1 = 𝑎4 និ្ង 

𝑎𝑖2+2 = 𝑎5 ។ ដដាយ 𝑎4 > 𝑎5 ដនាះ 𝑖3 = 4។ 𝑖4 ជាសន្ទសសន៍្របស់ចនំ្នួ្ធបំំផតុរវាង 𝑎𝑖3+1 = 𝑎5 និ្ង 

𝑎𝑖3+2 = 𝑎6 = 𝑎1 ។ ដដាយ 𝑎1 > 𝑎5 ដនាះ 𝑖4 = 6។ ករណីដន្ះដយើងទាញបាន្ 𝑟 = 4 ។ ដយើងមាន្ 
𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3, 𝑎4 , 𝑎5 =

𝑎1

𝑎2 + 𝑎3

+
𝑎2

𝑎3 + 𝑎4

+
𝑎3

𝑎4 + 𝑎5

+
𝑎4

𝑎5 + 𝑎1

+
𝑎5

𝑎1 + 𝑎2

>
𝑎1

𝑎2 + 𝑎3

+ 0 +
𝑎3

𝑎4 + 𝑎5

+
𝑎4

𝑎5 + 𝑎1

+ 0 ≥
𝑎1

2𝑎2

+
𝑎3

2𝑎4

+
𝑎4

2𝑎1

=
𝑎𝑖1

2𝑎𝑖2

+
𝑎𝑖2

2𝑎𝑖3

+
𝑎𝑖3

2𝑎𝑖4
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] 

ដយូចនេះយយើងទញបាន 
𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ≥

𝑎𝑖1

2𝑎𝑖2

+
𝑎𝑖2

2𝑎𝑖3

+ ⋯ +
𝑎𝑖𝑟

2𝑎𝑖𝑟+1

                      2  

≥
𝑟

2
 

𝑎𝑖1
𝑎𝑖2

…𝑎𝑖𝑟

𝑎𝑖2
𝑎𝑖3

…𝑎𝑖𝑟+1

 

𝑟
2

   វសិមភាពកសីុូ  

=
𝑟

2
≥

𝑛

4
     

យដើមបយីោយ 𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 = 𝑛/4 យគទ្តវូដតមាន  នងិ  ជាសមភាព។ ដតសមភាព (2)  ាំ
យោយ 𝑟 = 𝑛 ដតសមភាពយនេះ មិនយផទៀងផ្ទទ ត់សមភាព ។ ដយូចនេះ 𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 > 𝑛/4 ។ 

240. តាមវសិមភាពកសីុូ ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 យយើងមាន 

2 + 𝑎𝑖 = 1 + 1 + 𝑎𝑖 ≥ 3 𝑎
𝑖

1
3 

⟹    2 + 𝑎𝑖 

𝑛

𝑖=1

≥ 3𝑛    𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

1
3

= 3𝑛  

241.   យោយ 𝑎, 𝑏 ជាចាំននួពតិវជិ ាមាន យ េះយគមាន 𝑥, 𝑦 ដដល 0 < 𝑥, 𝑦 < 90° យហើយដដល 
tan 𝑥 = 𝑎; tan 𝑦 = 𝑏 ។ វសិមភាពយនេះពតិ យបើ 𝑎 = 𝑏។ ដយូចនេះ យយើងសនមតថា 𝑎 ≠ 𝑏 រ ឺសមមូលនងឹ 
𝑥 ≠ 𝑦 ។ ដយូចនេះ 1  1 + 𝑎2 = cos 𝑥 ;  1  1 + 𝑏2 = cos 𝑦 ។ យយើងមាន 

1 + 𝑎𝑏 =
cos 𝑥 cos 𝑦 + sin 𝑥 sin 𝑦

cos 𝑥 cos 𝑦
=

cos 𝑥 − 𝑦 

cos 𝑥 cos 𝑦
 

ដយូចនេះវសិមភាពសមមូលនងឹ 

cos 𝑥 + cos 𝑦 ≥ 2 
cos 𝑥 cos 𝑦

cos 𝑥 − 𝑦 
              (∗) 

⟹       cos2 𝑥 + cos2 𝑦 + 2 cos 𝑥 cos 𝑦 ≤
4 cos 𝑥 cos 𝑦

cos 𝑥 − 𝑦 
 

 
យោយ 0 <  𝑥 − 𝑦 < 90° យ េះ 0 < cos 𝑥 − 𝑦 < 1។ ដយូចនេះ 
2 cos 𝑥 cos 𝑦 ≤ 2 cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑥 − 𝑦   ។ ដយូចនេះយយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 

cos2 𝑥 + cos2 𝑦 ≤
2 cos 𝑥 cos 𝑦

cos 𝑥 − 𝑦 
 

⟺  cos 𝑥 − 𝑦  cos2 𝑥 + cos2 𝑦 ≤ 2 cos 𝑥 cos 𝑦 
⟺  cos 𝑥 − 𝑦  cos2 𝑥 + cos2 𝑦 + 2 ≤ 4 cos 𝑥 cos 𝑦 
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⟺  cos 𝑥 − 𝑦  2 cos 𝑥 − 𝑦 cos 𝑥 + 𝑦 + 2 ≤ 2 cos 𝑥 − 𝑦 + cos 𝑥 + 𝑦   
⟺  cos2 𝑥 − 𝑦 cos 𝑥 + 𝑦 ≤ cos 𝑥 + 𝑦  
ពតិ យទ្ េះ 0 < 𝑎, 𝑏 ≤ 1 យយើងមាន 0 < 𝑥, 𝑦 <

𝜋

4
 ដយូចនេះ 0 < 𝑥 + 𝑦 <

𝜋

2
 នងិ cos 𝑥 + 𝑦 > 0 ។ 

  យយើងបាំដលងវសិមភាព(*) ជា 

2 cos
𝑥 + 𝑦

2
cos

𝑥 − 𝑦

2
≥ 2 

1/2 cos 𝑥 + 𝑦 + cos 𝑥 − 𝑦   

cos 𝑥 − 𝑦 
 

⟺ 4 cos2
𝑥 + 𝑦

2
cos2

𝑥 − 𝑦

2
cos 𝑥 − 𝑦 ≥ 2 cos 𝑥 + 𝑦 + cos 𝑥 − 𝑦   

⟺  1 + cos 𝑥 + 𝑦   1 + cos 𝑥 − 𝑦  cos 𝑥 − 𝑦 ≥ 2 cos 𝑥 + 𝑦 + cos 𝑥 − 𝑦   
តាង 𝑠 = cos 𝑥 + 𝑦  នងិ 𝑡 = cos 𝑥 − 𝑦 ។ ដយូចនេះយយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 

 1 + 𝑠  1 + 𝑡 𝑡 ≥ 2 𝑠 + 𝑡  
⟺   0 ≤  1 + 𝑠 𝑡2 +  𝑠 − 1 𝑡 − 2𝑠 =  𝑡 − 1   1 + 𝑠 𝑡 + 2𝑠  
យោយ 𝑡 ≤ 1 ដយូចនេះយយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា  1 + 𝑠 𝑡 + 2𝑠 ≤ 0 
យោយ 𝑎𝑏 ≥ 3 យ េះ tan 𝑥 tan 𝑦 ≥ 3 រសឺមមូលនងឹ sin 𝑥 sin 𝑦 ≥ 3 cos 𝑥 cos 𝑦 ។  ាំយោយ 

1

2
 cos 𝑥 − 𝑦 − cos 𝑥 + 𝑦  ≥

3

2
 cos 𝑥 − 𝑦 + cos 𝑥 + 𝑦  ⟹ 𝑡 ≤ −2𝑠  

យោយ 1 + 𝑠 ≥ 0 យ េះ  1 + 𝑠 𝑡 ≤ − 1 + 𝑠 2𝑠 ។ យយើងទញបាន  1 + 𝑠 𝑡 + 2𝑠 ≤

− 1 + 𝑠 2𝑠 + 2𝑠 = −2𝑠2 ≤ 0 ដចូដដលចង់បាន។ 
 
242.  ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 តាង 𝑎𝑖 = 1/(1 + 𝑥𝑖) ។ ដយូចនេះ 0 < 𝑎𝑖 < 1, 𝑥𝑖 =  1 − 𝑎𝑖 /𝑎𝑖  នងិ 
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛+1 = 1 

⟹   𝑥𝑖

𝑛+1

𝑖=1

=
  1 − 𝑎𝑖 

𝑛+1
𝑖=1

 𝑎𝑖
𝑛+1
𝑖=1

 

តាមវសិមភាពកសីុូ 
1 − 𝑎𝑖 =  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑖−1 + 𝑎𝑖+1+. . +𝑎𝑛+1 ≥ 𝑛  𝑎1𝑎2 …𝑎𝑖−1𝑎𝑖+1 …𝑎𝑛+1 

1
𝑛  

⟺ 1 − 𝑎𝑖 ≥ 𝑛   𝑎𝑘

𝑘≠𝑖

 

1
𝑛

 

យោយអងគទាំងពយីសមើគ្នន យបើ 𝑎𝑘 , 𝑘 ≠ 𝑖 យសមើគ្នន ទាំងអស់។ ដយូចនេះ 

  1 − 𝑎𝑖 

𝑛+1

𝑖=1

≥ 𝑛𝑛+1   𝑎𝑘

𝑘≠1

 

1
𝑛

…  𝑎𝑘

𝑘≠𝑛+1

 

1
𝑛

= 𝑛𝑛+1   𝑎𝑖
𝑛

𝑛+1

𝑖=1

 

1
𝑛

= 𝑛𝑛+1  𝑎𝑖

𝑛+1

𝑖=1
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⟹   𝑥𝑖

𝑛+1

𝑖=1

=
  1 − 𝑎𝑖 

𝑛+1
𝑖=1

 𝑎𝑖
𝑛+1
𝑖=1

≥ 𝑛𝑛+1 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛+1 = 1 (𝑛 + 1) ⟹ 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ =

𝑥𝑛+1 = 𝑛 ។ 
243. ចាំយ េះទ្គប់ចាំននួគត់ 𝑘, 𝑗 តាង 𝛼𝑘 ,𝑗 = 𝑥𝑗+𝑘/𝑥𝑗  ដដលកនងុប ត្ សនទសេនទ៍ាំងអស់យនេះ យបើ
សនទសេន ៍្ មួយ ធាំជាង 𝑛 យយើងដក 𝑛 យចញ។ ឧទហរណ៍  𝑛 + 1  ជាំនសួយោយ 1;  𝑛 + 2  ជាំនសួ
យោយ 2;  2𝑛 + 1 → 𝑛 + 1 → 1 ។ល។ 
ដយូចនេះ ចាំយ េះទ្គប់ 𝑘  យយើងមាន 

𝛼𝑘 ,1𝛼𝑘,2 …𝛼𝑘 ,𝑛 =
𝑥1+𝑘

𝑥1

𝑥2+𝑘

𝑥2
…

𝑥𝑛+𝑘

𝑥𝑛
= 1 

𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑥1+𝑗 + 𝑥2+𝑗 + ⋯ + 𝑥𝑛+𝑗  

𝑥𝑛+𝑗 = 𝑥𝑗  
តាមវសិមភាពកសីុូ 

 
𝑎𝑗  𝑠 − 𝑥𝑗  

𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑎𝑗  𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 − 𝑥𝑗  

𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑎𝑗  𝑥1+𝑗 + 𝑥2+𝑗 + ⋯ + 𝑥𝑛−1+𝑗 + 𝑥𝑛+𝑗 − 𝑥𝑗  

𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =1

=  
𝑎𝑗  𝑥1+𝑗 + 𝑥2+𝑗 + ⋯ + 𝑥𝑛−1+𝑗  

𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =1

=  𝑎𝑗

𝑛

𝑗 =1

 
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
+

𝑥𝑗 +2

𝑥𝑗
+ ⋯ +

𝑥𝑗 +𝑛−1

𝑥𝑗
 =  𝑎𝑗

𝑛

𝑗 =1

 𝛼1,𝑗 + 𝛼2,𝑗 + ⋯ + 𝛼𝑛−1,𝑗  

=   𝑎𝑗𝛼1,𝑗

𝑛

𝑗 =1

+  𝑎𝑗𝛼2,𝑗

𝑛

𝑗 =1

+ ⋯ +  𝑎𝑗 𝛼𝑛−1,𝑗

𝑛

𝑗 =1

=    𝑎𝑗 𝛼𝑘 ,𝑗

𝑛

𝑗 =1

 

𝑛−1

𝑘=1

≥  

 
 
 
 
 

𝑛   𝑎𝑗𝛼𝑘 ,𝑗

𝑛

𝑗=1

 

1
𝑛

 
 
 
 
 𝑛−1

𝑘=1

=  

 
 
 
 
 

𝑛   𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

 

1
𝑛

 
 
 
 
 𝑛−1

𝑘=1

= 𝑛(𝑛 − 1)   𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

 

1
𝑛

 

 
សមភាពយកើតមាន យពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛  ។ ដយូចនេះ 𝐶 𝑛 = 𝑛 𝑛 − 1  ។  

244. តាង 
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𝑃 =  1 +
1

𝑥
  1 +

1

𝑦
  1 +

1

𝑧
 ;  𝑄 =

1

 𝑥𝑦𝑧 1/3
 

⟹   𝑃 = 1 +
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
+

1

𝑥𝑦
+

1

𝑦𝑧
+

1

𝑧𝑥
+

1

𝑥𝑦𝑧
 

តាមវសិមភាពកសីុូ 
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
≥ 3𝑄 

1

𝑥𝑦
+

1

𝑦𝑧
+

1

𝑧𝑥
≥ 3𝑄2 

𝑄 ≥
3

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
= 3 

1

𝑥𝑦𝑧
= 𝑄3 

⟹ 𝑃 ≥ 1 + 3𝑄 + 3𝑄2 + 𝑄3 =  1 + 𝑄 3 ≥  1 + 3 3 = 64 
អងគទាំង២យសមើគ្នន  យពល 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1 3  ។ 

245.  ជាដំបូងយ ើងនងឹបង្ហា ញថា ចំយ ោះគ្គប់ 𝑎, 𝑏 > 0 យគមាន 
𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
≥

1

3
 

យ ើ អងគទំង២យ្មើគ្នា  ទល់តែ 𝑎 = 𝑏 ។ 
យ ើងមាន 

𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
≥

1

3
   ⟺ 3 𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2 ≥ 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2  ⟺ 𝑎2 + 𝑏2 ≥ 2𝑎𝑏 

ពែិ។ អងគទំង២យ្មើគ្នា  ទល់តែ 𝑎 = 𝑏។  
តាង 

𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 =  
𝑥𝑖

9 + 𝑥𝑗
9

𝑥𝑖
6 + 𝑥𝑖

3𝑥𝑗
3 + 𝑥𝑗

6

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

 

∀𝑖, 𝑎𝑖 = 𝑥𝑖
3 

  
យយើងមាន 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 = 1 យហើយ 
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𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 =  
𝑥𝑖

9 + 𝑥𝑗
9

𝑥𝑖
6 + 𝑥𝑖

3𝑥𝑗
3 + 𝑥𝑗

6

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

=  
𝑎𝑖

3 + 𝑎𝑗
3

𝑎𝑖
2 + 𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑎𝑗

2

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

=    𝑎𝑖 + 𝑎𝑗  
𝑎𝑖

2 − 𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑎𝑗
2

𝑎𝑖
2 + 𝑎𝑖𝑎𝑗 + 𝑎𝑗

2 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

≥    𝑎𝑖 + 𝑎𝑗  
1

3
  

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

=
1

3
  𝑎𝑖 + 𝑎𝑗  

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

=
1

3
  𝑎1 + 𝑎2 +  𝑎1 + 𝑎3 + ⋯ +  𝑎1 + 𝑎𝑛 +  𝑎2 + 𝑎3 +  𝑎2 + 𝑎4 

+ ⋯ +  𝑎2 + 𝑎𝑛 + ⋯ .  =
𝑛 − 1

3
 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 

≥
𝑛 𝑛 − 1 

3
 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛 1/𝑛 =

𝑛 𝑛 − 1 

3
 

⟹   𝑓 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ≥
𝑛 𝑛 − 1 

3
 

អងគទាំង២យសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1 ។ 

246.  តាង 

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏 −
176

27
𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝑏𝑐 𝑎 + 𝑑 + 𝑎𝑑  𝑏 + 𝑐 −

176

27
𝑏𝑐  

យយើងយឃើញថា 𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ជាទាំ ក់ទាំនងឆាេុះ (យបើយគបតូរ 𝑎 យៅ 𝑏 នងិ 𝑏 យៅ 𝑎 ។ល។ យ េះ 𝑓 យៅ
ដដដល)។ 
1) ករណី 𝑏 + 𝑐 −

176

27
𝑏𝑐 ≤ 0 

តាមវសិមភាពកសីុូ  

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≤ 𝑏𝑐 𝑎 + 𝑑 ≤  
𝑏 + 𝑐 +  𝑎 + 𝑑 

3
 

3

=
1

27
 

⟹ វសិមភាពពតិ។ 
2) ករណី 𝑏 + 𝑐 −

176

27
𝑏𝑐 > 0  

តាមវសិមភាពកសីុូ 

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≤ 𝑏𝑐 𝑎 + 𝑑 +  
𝑎 + 𝑑

2
 

2

 𝑏 + 𝑐 −
176

27
𝑏𝑐 = 𝑓  

𝑎 + 𝑑

2
, 𝑏, 𝑐,

𝑎 + 𝑑

2
  

ដយូចនេះ 

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ≤ 𝑓  
𝑎 + 𝑑

2
, 𝑏, 𝑐,

𝑎 + 𝑑

2
 = 𝑓  𝑏,

𝑎 + 𝑑

2
,
𝑎 + 𝑑

2
, 𝑐   យទ្ េះ f  ជាអនគុមនសីុ៍យមទ្ទ ី

≤ 𝑓  
𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 + 𝑑

2
,
𝑎 + 𝑑

2
,
𝑏 + 𝑐

2
 = 𝑓  

𝑎 + 𝑑

2
,
𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 + 𝑑

2
,
𝑏 + 𝑐

2
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≤ 𝑓  
𝑎 + 𝑑 + 𝑏 + 𝑐

4
,
𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 + 𝑑

2
,
𝑎 + 𝑑 + 𝑏 + 𝑐

4
 = 𝑓  

1

4
,
𝑏 + 𝑐

2
,
𝑎 + 𝑑

2
,
1

4
  

= 𝑓  
𝑏 + 𝑐

2
,
1

4
,
1

4
,
𝑎 + 𝑑

2
 ≤ 𝑓  

1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
 =

1

27
 

⟹ វសិមភាពពតិ។ 

247.  តាង 𝐸 =   𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+∗|𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 1  នងិ 𝑓 ជាអនគុមនមួ៍យ 
កាំនត់យលើ 𝐸 យោយ 

𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 = 𝑛2 𝑛 − 1  𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

+  𝑃𝑘 𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 

𝑛

𝑘=1

 

ដដល 

𝑃𝑘 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑘
 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

យបើ សិនជាទ្គប់ 𝑎𝑖  សុទធដតខុសគ្នន ទាំងអស់ យ េះយគមានពរីកនងុចាំយ មយ េះ ឧទហរណ៍ 𝑎1 , 𝑎2 ដដល 
𝑎1 < 𝑚 < 𝑎2 ដដល 𝑚 =  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 𝑛 = 1 𝑛  ។ 
យយើងមាន 

𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 =  𝑎1 + 𝑎2 𝐴 + 𝑎1𝑎2𝐵 
ដដល 

𝐴 =  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=3

;   𝐵 = 𝑛2 𝑛 − 1  𝑎𝑖

𝑛

𝑖=3

+  
𝑃𝑖 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 

𝑎1𝑎2

𝑛

𝑖=3

 

(យបើ 𝑛 = 2  យយើងតាង 𝐴 = 1; 𝐵 = 𝑛2 𝑛 − 1 )។ យយើងទញបាន 
𝑓 𝑚, 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑚, … , 𝑎𝑛 − 𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 = 𝐵 𝑚 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑚 − 𝑎1𝑎2 

= 𝐵 𝑚 − 𝑎1  𝑎2 − 𝑚 > 0 
ដចូគ្នន  យយើងទញបាន 

𝑓 𝑚, 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑚, … , 𝑎𝑛 < 𝑓 𝑚, 𝑚, … , 𝑎𝑛 < ⋯ < 𝑓 𝑚, 𝑚, … , 𝑚  
ដយូចនេះ 𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ≤ 𝑓 𝑚, 𝑚, … , 𝑚  យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន យពល 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 =

𝑚 ⟹ 𝑚 = 1 𝑛  ។ ចាំយ េះ 𝑚 = 1 𝑛  

𝑓 𝑚, 𝑚, … , 𝑚 =
𝑛2 𝑛 − 1 

𝑛𝑛
+ 𝑛

1

𝑛𝑛−1
=

𝑛3

𝑛𝑛
=

1

𝑛𝑛−3
 

⟹ 𝑓 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 ≤
1

𝑛𝑛−3
   

⟺  𝑛2 𝑛 − 1  𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

+  𝑃𝑘 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛𝑛−3
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⟺ 𝑛2 𝑛 − 1 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 + 𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛   
1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛𝑛−3
 

⟺ 𝑛2 𝑛 − 1 +  
1

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

≤
1

𝑛𝑛−3

1

𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛
 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 1/𝑛 ។  

248.  តាង 𝑎0 = 1 −  𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  ។ យយើងមាន 
𝑎0 > 0, 

  𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

= 1, 

𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 1 − 𝑎1 − 𝑎2 − ⋯− 𝑎𝑛 

 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛  1 − 𝑎1  1 − 𝑎2 …  1 − 𝑎𝑛 
=

 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=0

  1 − 𝑎𝑘 𝑛
𝑘=0

 

តាមវសិមភាពកសីុូយយើងមាន 

1 − 𝑎𝑖 =   𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

 − 𝑎𝑖 =  𝑎𝑘

𝑘≠𝑖

≥ 𝑛   𝑎𝑘

𝑘≠𝑖

 

1
𝑛

 

⟹     1 − 𝑎𝑘 

𝑛

𝑘=0

≥ 𝑛𝑛+1   𝑎𝑘

𝑘≠0

 

1
𝑛

  𝑎𝑘

𝑘≠1

 

1
𝑛

…  𝑎𝑘

𝑘≠𝑛

 

1
𝑛

= 𝑛𝑛+1  𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

 

យទ្ េះ 𝑎𝑖  នមួិយៗមាន 𝑛 ដង។ 

⟹   
 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=0

  1 − 𝑎𝑘 𝑛
𝑘=0

≤
1

𝑛𝑛+1
 

ពតិ។ សមភាពយកើតមាន យពល 𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 1 (𝑛 + 1) ។ 

249.  តាមសមមតកិមម 𝑥1; 𝑥2 នងិ 𝑦1; 𝑦2 ជាកអូរយោយនននចាំនចុសថិតយលើរងេង់ោាំរង្ហេ ស់ 𝑐 មានផចតិ
យៅទ្តង់គល់តាំរយុ។ ដយូចនេះ 𝑥1 = 𝑐 cos 𝜃 ;  𝑥2 = 𝑐 sin 𝜃 ; 𝑦1 = 𝑐 cos 𝜙 ; 𝑦2 = 𝑐 sin 𝜙  ។ដយូចនេះ 
𝑆 = 2 − 𝑐 cos 𝜃 + sin 𝜃 + cos 𝜙 + sin 𝜙 + 𝑐2 cos𝜃 + cos 𝜙 + sin 𝜃 + sin 𝜙  

= 2 −  2𝑐  sin  𝜃 +
𝜋

4
 + sin  𝜙 +

𝜋

4
  + 𝑐2 cos 𝜃 − 𝜙 ≤ 2 + 2 2𝑐 + 𝑐2 =   2 + 𝑐 

2 
អងគទាំងពរីយសមើគ្នន យពល 𝜃 = 𝜙 = 5𝜋 4  មាននយ័ថា 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑦1 = 𝑦2 = −𝑐 2 2  ។ 
 
250.  រនរៀរទ១ី 
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តាង 𝑎 = 1 𝑥 , 𝑏 = 1 𝑦 , 𝑐 = 1 𝑧   យយើងទញបាន 𝑥𝑦𝑧 = 1 ។ វសិមភាពសមមូលនងឹ 
𝑥2

𝑦 + 𝑧
+

𝑦2

𝑧 + 𝑥
+

𝑧2

𝑥 + 𝑦
≥

3

2
 

តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត 

  𝑦 + 𝑧 +  𝑧 + 𝑥 +  𝑥 + 𝑦   
𝑥2

𝑦 + 𝑧
+

𝑦2

𝑧 + 𝑥
+

𝑧2

𝑥 + 𝑦
 ≥  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 2 

⟹  
𝑥2

𝑦 + 𝑧
+

𝑦2

𝑧 + 𝑥
+

𝑧2

𝑥 + 𝑦
≥

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

2
 

តាមវសិមភាពកសីុូ 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

2
≥

3 𝑥𝑦𝑧 
1
3

2
=

3

2
 

ដយូចនេះវសិមភាពពតិ។ 

 រនរៀរទ២ី 

វសិមភាពសមមូលនងឹ 
1

𝑎3(𝑏 + 𝑐)
+

1

𝑏3(𝑐 + 𝑎)
+

1

𝑐3 𝑎 + 𝑏 
≥

3

2 𝑎𝑏𝑐 
4
3

 

តាង 𝑎 = 𝑥3 , 𝑏 = 𝑦3 , 𝑐 = 𝑧3  ដដល 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 យ េះ 
1

𝑥9 𝑦3 + 𝑧3 
+

1

𝑦9 𝑧3 + 𝑥3 
+

1

𝑧9(𝑥3 + 𝑦3)
≥

3

2𝑥4𝑦4𝑧4
 

⟺  2𝑦9𝑧9 𝑧3 + 𝑥3  𝑥3 + 𝑦3 + 2𝑥9𝑧9 𝑦3 + 𝑧3  𝑥3 + 𝑦3 + 2𝑥9𝑦9 𝑦3 + 𝑧3  𝑧3 + 𝑥3 
≥ 3𝑥5𝑦5𝑧5 𝑦3 + 𝑧3  𝑧3 + 𝑥3  𝑥3 + 𝑦3  

⟺ 2𝑦9𝑧9 𝑥3𝑧3 + 𝑧3𝑦3 + 𝑥6 + 𝑥3𝑦3 + 2𝑥9𝑧9 𝑥3𝑦3 + 𝑦6 + 𝑥3𝑧3 + 𝑦3𝑧3 
+ 2𝑥9𝑦9 𝑦3𝑧3 + 𝑥3𝑦3 + 𝑧6 + 𝑥3𝑧3 
≥ 3𝑥5𝑦5𝑧5 𝑦3𝑧3 + 𝑥3𝑦3 + 𝑧6 + 𝑥3𝑧3  𝑥3 + 𝑦3  

⟺ 2𝑥3𝑦9𝑧12 + 2𝑦12𝑧12 + 2𝑥6𝑦9𝑧9 + 2𝑥3𝑦12𝑧9 + 2𝑥12𝑦3𝑧9 + 2𝑥9𝑦6𝑧9 + 2𝑥12𝑧12

+ 2𝑥9𝑦3𝑧12 + 2𝑥9𝑦12𝑧3 + 2𝑥12𝑦12 + 2𝑥9𝑦9𝑧6 + 2𝑥12𝑦9𝑧3

≥ 3𝑥5𝑦5𝑧5 𝑥3𝑦3𝑧3 + 𝑦6𝑧3 + 𝑥6𝑦3 + 𝑥3𝑦6 + 𝑥3𝑧6 + 𝑦3𝑧6 + 𝑥6𝑧3

+ 𝑥3𝑦3𝑧3  
⟺ 2 𝑥12𝑦12 + 𝑦12𝑧12 + 𝑧12𝑥12 

+ 2 𝑥12𝑦9𝑧3 + 𝑥12𝑦3𝑧9 + 𝑥9𝑦12𝑧3 + 𝑥9𝑦3𝑧12 + 𝑥3𝑦12𝑧9 + 𝑥3𝑦9𝑧12 
+ 2 𝑥6𝑦9𝑧9 + 𝑥9𝑦6𝑧9 + 𝑥9𝑦9𝑧6 

≥ 3𝑥8𝑦8𝑧8 + 3𝑥5𝑦11𝑧8 + 3𝑥11𝑦8𝑧5 + 3𝑥8𝑦11𝑧5 + 3𝑥8𝑦5𝑧11

+ 3𝑥5𝑦8𝑧11 + 3𝑥11𝑦5𝑧8 + 3𝑥8𝑦8𝑧8 
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⟺   𝑥12𝑦12

𝑠𝑦𝑚

+ 2  𝑥12𝑦9𝑧3

𝑠𝑦𝑚

+  𝑥9𝑦9𝑧6

𝑠𝑦𝑚

≥ 3(𝑥11𝑦8𝑧5 + 𝑥11𝑦5𝑧8 + 𝑥8𝑦11𝑧5 + 𝑥8𝑦5𝑧11 + 𝑥5𝑦11𝑧8 + 𝑥5𝑦8𝑧11

+ 6𝑥8𝑦8𝑧8 
⟺   𝑥12𝑦12

𝑠𝑦𝑚

+ 2  𝑥12𝑦9𝑧3

𝑠𝑦𝑚

+  𝑥9𝑦9𝑧6

𝑠𝑦𝑚

≥ 3  𝑥11𝑦8𝑧5

𝑠𝑦𝑚  

+  𝑥8𝑦8𝑧8

𝑠𝑦𝑚  

 

⟺   𝑥12𝑦12

𝑠𝑦𝑚

−  𝑥11𝑦8𝑧5

𝑠𝑦𝑚  

 + 2   𝑥12𝑦9𝑧3

𝑠𝑦𝑚

−  𝑥11𝑦8𝑧5

𝑠𝑦𝑚  

 

+   𝑥9𝑦9𝑧6

𝑠𝑦𝑚

−  𝑥8𝑦8𝑧8

𝑠𝑦𝑚  

 ≥ 0 

-យយើងមាន (12,12,0) លុបយលើ (11,8,5) យទ្ េះ 
12 ≥ 12 ≥ 0; 11 ≥ 8 ≥ 5 
12 ≥ 11; 12 + 12 ≥ 11 + 8 
12 + 12 + 0 = 11 + 8 + 5 

តាមវសិមភាព  យយើងទញបាន 
 𝑥12𝑦12

𝑠𝑦𝑚

−  𝑥11𝑦8𝑧5

𝑠𝑦𝑚  

≥ 0 

-យយើងមាន (12,9,3) លុបយលើ (11,8,5) យទ្ េះ 
12 ≥ 9 ≥ 3; 11 ≥ 8 ≥ 5 
12 ≥ 11; 12 + 9 ≥ 11 + 8 
12 + 9 + 3 = 11 + 8 + 5 

តាមវសិមភាព  យយើងទញបាន 
 𝑥12𝑦9𝑧3

𝑠𝑦𝑚

−  𝑥11𝑦8𝑧5

𝑠𝑦𝑚  

≥ 0 

-យយើងមាន (9,9,6) លុបយលើ (8,8,8) យទ្ េះ 
9 ≥ 9 ≥ 6; 8 ≥ 8 ≥ 8 
9 ≥ 8; 9 + 9 ≥ 8 + 8 
9 + 9 + 6 = 8 + 8 + 8 

តាមវសិមភាព  យយើងទញបាន 
 𝑥9𝑦9𝑧6

sym

−  𝑥8𝑦8𝑧8

sym  

≥ 0 

ដយូចនេះវសិមភាពពតិ។ 
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251.  រនរៀរទ១ី 
យយើងតាង 

𝑥 =
𝑎

 𝑎2 + 8𝑏𝑐
, 𝑦 =

𝑏

 𝑏2 + 8𝑐𝑎
, 𝑧 =

𝑐

 𝑐2 + 8𝑎𝑏
 

យយើងយឃើញថា 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  0; 1  ។ យយើងទ្តវូបង្ហា ញថា 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 1 ។ យយើងមាន 
𝑎2

8𝑏𝑐
=

𝑥2

1 − 𝑥2
,
𝑏2

8𝑎𝑐
=

𝑦2

1 − 𝑦2
,

𝑐2

8𝑎𝑐
=

𝑧2

1 − 𝑎2
  

⟹
1

512
=

𝑥2

1 − 𝑥2

𝑦2

1 − 𝑦2

𝑧2

1 − 𝑧2
   

⟹  1 − 𝑥2  1 − 𝑦2  1 − 𝑧2 = 512  𝑥𝑦𝑧 2 
ឧបមាថា 1 > 𝑥 + 𝑦 + 𝑧  យ េះ  
 1 − 𝑥2  1 − 𝑦2  1 − 𝑧2 >   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 2 − 𝑥2   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 2 − 𝑦2   𝑥 + 𝑦 + 𝑧 2 − 𝑧2  
=  𝑥 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧  𝑦 + 𝑧  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑦  𝑥 + 𝑧  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑧  𝑥 + 𝑦  

≥ 4 𝑥2𝑦𝑧 
1
4. 2 𝑦𝑧 

1
2 . 4 𝑥𝑦2𝑧 

1
4 . 2 𝑥𝑧 

1
2 . 4 𝑥𝑦𝑧2 

1
4 . 2 𝑥𝑦 

1
2    តាមវសិមភាពកសីុូ  

= 512 𝑥𝑦𝑧 2  
ផទយុពលីកខខណឌ ។ ដយូចនេះ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 1 ។ 

 រនរៀរទ២ី 

យយើងជាំនសួ 

𝑥 =
𝑎

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
, 𝑦 =

𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
, 𝑧 =

𝑐

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

វសិមភាពយៅជា 
𝑥𝑓 𝑥2 + 8𝑦𝑧 + 𝑦𝑓 𝑦2 + 8𝑧𝑥 + 𝑧𝑓 𝑧2 + 8𝑥𝑦 ≥ 1 

ដដល  𝑓 𝑡 = 1/ 𝑡។  
យោយ 𝑓 ជាអនគុមនផ៍តយលើ ℝ+ យហើយ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 យ េះយោយយទ្បើវសិមភាពយិនសិន យយើង
ទញបាន 

𝑥𝑓 𝑥2 + 8𝑦𝑧 + 𝑦𝑓 𝑦2 + 8𝑧𝑥 + 𝑧𝑓 𝑧2 + 8𝑥𝑦 

≥ 𝑓 𝑥 𝑥2 + 8𝑦𝑧 + 𝑦 𝑦2 + 8𝑧𝑥 + 𝑧 𝑧2 + 8𝑥𝑦   
យយើងមាន 𝑓 1 = 1 ។ យោយអនគុមន ៍𝑓 ចុេះោច់ខាត យ េះយយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 

1 ≥ 𝑥 𝑥2 + 8𝑦𝑧 + 𝑦 𝑦2 + 8𝑧𝑥 + 𝑧 𝑧2 + 8𝑥𝑦  
ជាោរយស្សច។ យោយ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1  យ េះ វសិមភាពយនេះសមមូលនងឹ 

 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 3 ≥ 𝑥 𝑥2 + 8𝑦𝑧 + 𝑦 𝑦2 + 8𝑧𝑥 + 𝑧 𝑧2 + 8𝑥𝑦  
⟺   3 𝑥 𝑦 − 𝑧 2 + 𝑦 𝑧 − 𝑥 2 + 𝑧 𝑥 − 𝑦 2 ≥ 0  ពតិ។ 
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 រនរៀរទ៣ី 

តាង 𝑥 = 𝑏𝑐 𝑎2 , 𝑦 = 𝑐𝑎 𝑏2 , 𝑧 = 𝑎𝑏 𝑐2  យ េះ 𝑥𝑦𝑧 = 1។ វសិមភាពសមមូលនងឹ 
1

 1 + 8𝑥
+

1

 1 + 8𝑦 
+

1

 1 + 8𝑧
≥ 1 

⟺     1 + 8𝑥 (1 + 8𝑦) +   1 + 8𝑦 (1 + 8𝑧) +   1 + 8𝑧 (1 + 8𝑥)

≥   1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧  
⟺  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧 +  1 + 8𝑧  1 + 8𝑥 

+ 2  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧   1 + 8𝑥 +  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑧 

≥  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧  
⟺ 1 + 8𝑥 + 8𝑦 + 64𝑥𝑦 + 1 + 8𝑦 + 8𝑧 + 64𝑦𝑧 + 1 + 8𝑥 + 8𝑧 + 64𝑥𝑧

+ 2  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧   1 + 8𝑥 +  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑧 

≥  1 + 8𝑥 + 8𝑦 + 64𝑥𝑦  1 + 8𝑧  
⟺ 3 + 16𝑥 + 16𝑦 + 16𝑧 + 64𝑥𝑦 + 64𝑦𝑧 + 64𝑥𝑧

+ 2  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧   1 + 8𝑥 +  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑧 

≥ 1 + 8𝑧 + 8𝑥 + 64𝑥𝑧 + 8𝑦 + 64𝑦𝑧 + 64𝑥𝑦 + 512𝑥𝑦𝑧 
⟺ 8 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧   1 + 8𝑥 +  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑧 ≥ 510 

យោយ 1xyz =  យ េះតាមវសិមភាពកសីុូ 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 3 

1 + 8𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥 + ⋯ + 𝑥 ≥ 9  𝑥8 
1
9 = 9𝑥

8
9 

1 + 8𝑦 = 1 + 𝑦 + 𝑦 + ⋯ + 𝑦 ≥ 9  𝑦8 
1
9 = 9𝑦

8
9 

1 + 8𝑧 = 1 + 𝑧 + 𝑧 + ⋯ + 𝑧 ≥ 9  𝑧8 
1
9 = 9𝑧

8
9 

⟹   1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧 ≥ 9𝑥
8
9. 9𝑦

8
9. 9𝑧

8
9 = 729 

 1 + 8𝑥 +  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑧 ≥  9𝑥
8
9 +  9𝑦

8
9 +  9𝑧

8
9 = 3  𝑥

4
9 + 𝑦

4
9 + 𝑧

4
9  

≥ 9  𝑥
4
9𝑦

4
9𝑧

4
9 

1
3

= 9 

⟹  8 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2  1 + 8𝑥  1 + 8𝑦  1 + 8𝑧   1 + 8𝑥 +  1 + 8𝑦 +  1 + 8𝑧 

≥ 8.3 + 2.  729. 9 = 510 
⟹ វសិមភាពពតិ។ 

252.  តាង 𝑎 = tan 𝑥 , 𝑏 = tan 𝑦 , 𝑐 = tan 𝑧 ដដល − 𝜋

2
< 𝑥, 𝑦, 𝑧 <

𝜋

2
 ។ យ េះ 𝑎2 + 1 =

1 cos2 𝑥 , 𝑏2 + 1 = 1 cos2 𝑦 , 𝑐2 + 1 = 1 cos2 𝑧   ។ គណុអងគទាំងពរីននវសិមភាពយោយ 
cos2 𝑥 cos2 𝑦 cos2 𝑧  យយើងទញបាន 

  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 − 1 cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 2 ≤ 1 
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យយើងមាន 
 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 = sin 𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧 + sin 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑥 = sin 𝑦 sin 𝑥 + 𝑧  

នងិ 
 𝑐𝑎 − 1 cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 = sin 𝑧 sin 𝑥 cos 𝑦 − cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 = − cos 𝑦 cos 𝑥 + 𝑧   

ដយូចនេះយយើងទញបាន 
  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 − 1 cos 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 2 =  sin 𝑦 sin 𝑥 + 𝑧 − cos 𝑦 cos 𝑥 + 𝑧  2 

= cos2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 1  

253.   រនរៀរទ១ី 
តាង 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 − 2𝑥𝑦𝑧 ។ តាមលកខណៈឆាេុះ យយើងោចសនមតថា 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤

𝑧 ≤ 1 ។ យោយ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 យ េះ 𝑥 ≤ 1/3 ។ ដយូចនេះ 
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  1 − 3𝑥 𝑦𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 + 𝑥𝑦 ≥ 0 

តាមវសិមភាពកសីុូ យយើងទញបាន 

𝑦𝑧 ≤  
𝑦 + 𝑧

2
 

2

=  
1 − 𝑥

2
 

2

 
យោយ 1 − 2𝑥 > 0 យ េះ 

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥 𝑦 + 𝑧 + 𝑦𝑧 1 − 2𝑥 ≤ 𝑥 1 − 𝑥 +  
1 − 𝑥

2
 

2

 1 − 2𝑥 =
−2𝑥3 + 𝑥2 + 1

4
 

ប ទ ប់មកយទៀត យយើងទ្តវូរកតាំនលធាំបាំផតុរបស់អនគុមន ៍

𝐹 𝑥 =
−2𝑥3 + 𝑥2 + 1

4
 

ដដល 𝑥 ∈  0, 1 3   ។ យយើងមាន  

𝐹′ 𝑥 =
3

2
𝑥  

1

3
− 𝑥 ≥ 0; ∀𝑥 ∈  0;

1

3
   

យយើងទញបាន 𝐹 𝑥 ≤ 𝐹 1 3  = 7 27 ;   ∀𝑥 ∈  0; 1 3   ។ 
 រនរៀរទ២ី 

យយើងបាំដលងវសិមភាពយៅជា 

0 ≤  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 ≤
7

27
 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 3 

យយើងមាន 
0 ≤  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 ⟺ 0 ≤ 𝑥𝑦𝑧 +  𝑥2𝑦

sym

 

ពតិ។ យយើងមាន 
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 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2𝑥𝑦𝑧 ≤
7

27
 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 3  

⟺ 7  𝑥3

cyclic

+ 15𝑥𝑦𝑧 − 6  𝑥2𝑦

sym

≥ 0 

⟺  2  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

 + 5  3𝑥𝑦𝑧 +  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

 ≥ 0 

ដយូចនេះ យយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 
2  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

≥ 0;នងិ 3𝑥𝑦𝑧 +  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

≥ 0 

ជាោរទ្គប់ទ្គ្នន់។ យយើងមាន 
2  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

=   𝑥3 + 𝑦3 

cyclic

−   𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 

cyclic

 

=   𝑥3 + 𝑦3 − 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2  

cyclic

 

=   𝑥2 𝑥 − 𝑦 − 𝑦2 𝑥 − 𝑦   

cyclic

 

=   𝑥 − 𝑦 2 𝑥 + 𝑦 

cyclic

≥ 0 

វសិមភាព 
3𝑥𝑦𝑧 +  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

≥ 0 ⟺   𝑥 𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 

cyclic

≥ 0 

ពតិ តាមវសិមភាព  ករណី 𝑟 = 1 ។ 

254.  យយើងមាន 
 1 +

𝑥

𝑦
  1 +

𝑦

𝑧
  1 +

𝑧

𝑥
 = 2 +

𝑥

𝑦
+

𝑥

𝑧
+

𝑦

𝑥
+

𝑦

𝑧
+

𝑧

𝑥
+

𝑧

𝑦
 

=  
𝑥

𝑦
+

𝑥

𝑧
+ 1 +  

𝑦

𝑥
+

𝑦

𝑧
+ 1 +  

𝑧

𝑥
+

𝑧

𝑦
+ 1 − 1 

≥ 3   
𝑥2

𝑦𝑧

3
+  

𝑦2

𝑥𝑧

3

+  
𝑧2

𝑥𝑦

3
 − 1 

= 3  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
 − 1 

= 2  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
 +  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
 − 1 
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≥ 2  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
 + 3  

 𝑥𝑦𝑧3

 𝑥𝑦𝑧3
 − 1 

= 2  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
 + 2 

= 2  1 +
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

 𝑥𝑦𝑧3
  

255.  តាង 𝑎 𝑏 = 𝑝; 𝑏 𝑐 = 𝑞 ។ ដយូចនេះ 𝑑 𝑐 = 𝑎 𝑏 = 𝑝; 𝑎 𝑑 = 𝑏 𝑐 = 𝑞 ។ យយើងមាន 

𝑝 + 𝑞 +
1

𝑝
+

1

𝑞
= 4       1  

𝑎

𝑐
+

𝑏

𝑑
+

𝑐

𝑎
+

𝑑

𝑏
= 𝑝𝑞 +

𝑝

𝑞
+

𝑞

𝑝
+

1

𝑝𝑞
=  𝑝 +

1

𝑝
  𝑞 +

1

𝑞
  

លកខខណឌ  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ជាចាំននួពតិខុសគ្នន   ាំយោយ 𝑝 ≠ 1; 𝑞 ≠; 𝑝𝑞 ≠ 1 ។  
យបើ 𝑝 > 0; 𝑞 > 0 យ េះ  

𝑝 +
1

𝑝
≥ 2; 

𝑞 +
1

𝑞
≥ 2 

(1)  ាំយោយ 𝑝 + 1 𝑝 = 2; 𝑞 + 1 𝑞 = 2  ⟹ 𝑝 = 𝑞 = 1 ផទយុពសីមមតកិមម។ ដយូចនេះទ្តវូមានមួយ
កនងុចាំយ ម 𝑝; 𝑞 ជាចាំននួអវជិ ាមាន សនមតថា 𝑝 < 0 ។ ដយូចនេះ 

𝑝 +
1

𝑝
≤ −2 

 1 ⟹ 𝑞 +
1

𝑞
≥ 6;  𝑝 +

1

𝑝
  𝑞 +

1

𝑞
 ≤ −12 

សញ្ជា យសមើយក ើតមានយពល 𝑝 = −1; 𝑞 + 1 𝑞 = 6 ⟹ 𝑞 = 3 ± 2 2 ។ 
យក 𝑐 = 1;

𝑑

𝑐
= 𝑝 = −1 ⟹ 𝑑 = −1 ។ យក 𝑞 = 3 − 2 2 យយើងទញបាន 

𝑏

𝑐
= 𝑞 = 3 − 2 2 ⟹ 𝑏 = 3 − 2 2 

𝑎

𝑏
= −1 ⟹ 𝑎 = −3 + 2 2 

ដយូចនេះតាំនលធាំបាំផតុយសមើ −12 ។ តាំនលធាំបាំផតុយនេះយកើតមាន ឧទហរណ៍យៅទ្តង់ចាំនចុ 
𝑎 = −3 + 2 2; 𝑏 = 3 − 2 2; 𝑐 = 1; 𝑑 = −1 

256.  សនមតថា 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 ។ យយើងមាន 𝑐 < 𝑎 + 𝑏 ⟹ 2𝑐 < 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2 ⟹ 𝑐 < 1 ។  
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏𝑐 =  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 − 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 2𝑎𝑏𝑐 

= 4 − 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 2𝑎𝑏𝑐 
2 − 2 1 − 𝑎  1 − 𝑏  1 − 𝑐 = 4 − 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 2𝑎𝑏𝑐 
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ដយូចនេះ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏𝑐 = 2 − 2 1 − 𝑎  1 − 𝑏  1 − 𝑐 < 2 យទ្ េះ 𝑎 < 1; 𝑏 < 1; 𝑐 < 1 
។ 
យោយ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 < 1 យ េះ 1 − 𝑎, 1 − 𝑏, 1 − 𝑐 ជាចាំននួវជិ ាមាន។ តាមវសិមភាពកសីុូ យយើងទញ
បាន 

 1 − 𝑎 +  1 − 𝑏 +  1 − 𝑐 

3
≥   1 − 𝑎  1 − 𝑏 (1 − 𝑐)

3  

⟹  1 − 𝑎  1 − 𝑏  1 − 𝑐 ≤
1

27
 

⟹  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2𝑎𝑏𝑐 ≥ 2 −
2

27
=

52

27
  

សញ្ជា យសមើយក ើតមានយពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
257.  ដចកអងគទាំងពរីនងឹ  𝑎𝑏𝑐 យយើងទញបាន 

  
𝑎

𝑐
+

𝑏

𝑎
+

𝑐

𝑏
  

𝑐

𝑎
+

𝑎

𝑐
+

𝑏

𝑐
 ≥ 1 +   

𝑎2

𝑏𝑐
+ 1  

𝑏2

𝑐𝑎
+ 1  

𝑐2

𝑎𝑏
+ 1 

3  

តាង 𝑥 = 𝑎 𝑏 , 𝑦 = 𝑏 𝑐 , 𝑧 = 𝑐 𝑎  ⟹ 𝑥𝑦𝑧 = 1 ។ ដយូចនេះវសិមភាពយៅជា 

  𝑥 + 𝑦 + 𝑧  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 ≥ 1 +   
𝑥

𝑧
+ 1  

𝑦

𝑥
+ 1  

𝑧

𝑦
+ 1 

3

 

⟺    𝑥 + 𝑦  𝑦 + 𝑧  𝑧 + 𝑥 + 𝑥𝑦𝑧 ≥ 1 +  
 𝑥 + 𝑧  𝑦 + 𝑥  𝑧 + 𝑦 

𝑥𝑦𝑧

3

 

⟺    𝑥 + 𝑦  𝑦 + 𝑧  𝑧 + 𝑥 + 1 ≥ 1 +   𝑥 + 𝑧  𝑦 + 𝑥  𝑧 + 𝑦 
3  

 
តាង 𝑝 =   𝑥 + 𝑧  𝑦 + 𝑥  𝑧 + 𝑦 3  ។ វសិមភាពយៅជា 

 𝑝3 + 1 ≥ 1 + 𝑝 ⟺ 𝑝3 + 1 −  1 + 𝑝 2 ≥ 0  ⟺ 𝑝 𝑝 + 1  𝑝 − 2 ≥ 0    ∗  
យយើងមាន 

𝑝 ≥  2 𝑥𝑧. 2 𝑦𝑥. 2 𝑧𝑦
3

= 2 
ដយូចនេះ (*) ពតិ។ 
 
258.   យក 𝑝 =

𝑚

𝑚+𝑛
; 𝑞 =

𝑛

𝑚+𝑛
  ដដល 𝑚, 𝑛 ជាចាំននួគត់វជិ ាមាន។ វសិមភាព 

𝑝𝑎 + 𝑞𝑏 ≥ 𝑎𝑝𝑏𝑞    ⟺  
𝑚𝑎 + 𝑛𝑏

𝑚 + 𝑛
≥  𝑎𝑚𝑏𝑛𝑚 +𝑛  
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ពតិ តាមវសិមភាពកសីុូ។ 
 យយើងយទ្ជើសយរ ើសសេុីតននចាំននួសនទិន 𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 , .. ដដល lim𝑛⟶∞ 𝑎𝑛 = 𝑝 ។ តាង 
𝑏𝑖 = 1 − 𝑎𝑖  យយើងទញបាន lim𝑛⟶∞ 𝑏𝑛 = 𝑞 ។ 
តាមសាំនរួទមួីយ យយើងទញបាន 

𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑦 ≥ 𝑥𝑎𝑛 𝑦𝑏𝑛  
⟹  lim

𝑛⟶∞
𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑦 ≥ lim

𝑛⟶∞
𝑥𝑎𝑛 𝑦𝑏𝑛  ⟺ 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 ≥ 𝑥𝑝𝑦𝑞  

 តាមវសិមភាពយិនសិន យយើងមាន 
ln 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑎1 ln 𝑥1 + 𝑎2 ln 𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛 ln 𝑥𝑛 = ln 𝑥1

𝑎1𝑥2
𝑎2 …𝑥𝑛

𝑎𝑛   

⟹  𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ≥ 𝑥1
𝑎1𝑥2

𝑎2 …𝑥𝑛
𝑎𝑛  

 តាង 

𝑢 =    𝑎𝑖  
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

; 𝑣 =    𝑏𝑖 
𝑞

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑞

 

ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 យយើងមាន 

 
1

𝑝
  

𝑎𝑖

𝑢
 
𝑝

+  
1

𝑞
  

𝑏𝑖

𝑣
 

𝑞

≥   
𝑎𝑖

𝑢
 
𝑝

 
  

1
𝑝
 

  
𝑏𝑖

𝑣
 
𝑞

 

  
1
𝑞
 

=
𝑎𝑖

𝑢

𝑏𝑖

𝑣
 

⟺ 𝑢𝑣   
𝑎𝑖

𝑝

𝑝  ∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1  
+

𝑏𝑖
𝑞

𝑞 ∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1  
 ≥ 𝑎𝑖𝑏𝑖     

⟹ 𝑢𝑣   
 𝑎𝑖 

𝑝

𝑝  ∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1  
+

 𝑏𝑖 
𝑞

𝑞 ∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1  
 ≥ 𝑢𝑣   

𝑎𝑖
𝑝

𝑝  ∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1  
+

𝑏𝑖
𝑞

𝑞 ∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1  
 ≥  𝑎𝑖𝑏𝑖  

⟹ 𝑢𝑣   
 𝑎𝑖 

𝑝

𝑝  ∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1  
+

 𝑏𝑖 
𝑞

𝑞 ∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1  
 ≥  𝑎𝑖𝑏𝑖  

⟹ 𝑢𝑣    
 𝑎𝑖 

𝑝

𝑝  ∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1  
+

 𝑏𝑖 
𝑞

𝑞 ∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1  
 

𝑛

𝑖=1

≥   𝑎𝑖𝑏𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

⟺ 𝑢𝑣   
∑  𝑎𝑖  

𝑝𝑛
𝑖=1

𝑝  ∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1  
+

∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1

𝑞 ∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1  
 ≥   𝑎𝑖𝑏𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

⟺ 𝑢𝑣  
1

𝑝
+

1

𝑞
 ≥   𝑎𝑖𝑏𝑖 

𝑛

𝑖=1

   ⟺ 𝑢𝑣 ≥   𝑎𝑖𝑏𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

⟹     𝑎𝑖  
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

   𝑏𝑖 
𝑞

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑞

≥   𝑎𝑖𝑏𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន ទល់ដត  𝑎𝑖

𝑢
 
𝑝

=  
𝑏𝑖

𝑣
 
𝑞
 នងិ 𝑎𝑖𝑏𝑖 មានសញ្ជា ដចូគ្នន  ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖  



144 ១. អនគុមនង៍ាយ | លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ 

 

⟹  
𝑎𝑖

𝑝

∑  𝑎𝑖 
𝑝𝑛

𝑖=1

=
𝑏𝑖

𝑞

∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1

 ⟹ 𝑎𝑖
𝑝

=
∑  𝑎𝑖 

𝑝𝑛
𝑖=1

∑  𝑏𝑖 
𝑞𝑛

𝑖=1

 𝑏𝑖
𝑞

= 𝑐𝑏𝑖
𝑞

 ⟹  𝑢   𝑎1
𝑝

, 𝑎2
𝑝

, … , 𝑎𝑛
𝑝
 

= 𝑐𝑣  𝑏1
𝑞

, 𝑏2
𝑞

, … , 𝑏𝑛
𝑞
  

ដយូចនេះមាននយ័ថា វុចិទ័រ 𝑢   កលូយីនដអ៊ែរនងឹ 𝑣  យហើយ 𝑎𝑖𝑏𝑖 មានសញ្ជា ដចូគ្នន  ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 ។ ករណីយនេះ
យយើងទញបានសមភាព។ 
សំគាល់ 

យបើ 𝑝 = 𝑞 = 2 វសិមភាពយនេះ ោា យជាវសិមភាពកសីុូ-ាេ ត។ 

259.  តាមវសិមភាពមន-មធទយូៅ យយើងទញបាន 
1

𝑝
 𝑎𝑝 +

1

𝑞
 𝑏𝑞 ≥  𝑎𝑝 

1
𝑝 𝑏𝑞 

1
𝑞 = 𝑎𝑏 

260.  តាង 𝐻𝑛 = 1 +
1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
 នងិ ចាំយ េះ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 តាង 𝑤𝑖 = 1 (𝑖𝐻𝑛)  ។ 

យយើងមាន 𝑤𝑖 > 0 យហើយ 

 𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

𝐻𝑛
 

1

𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

𝐻𝑛
𝐻𝑛 = 1 

តាង 𝑆 = 𝑥1 +
𝑥2

2

2
+ ⋯ +

𝑥𝑛
2

𝑛
 ។ យយើងមាន 

𝑆

𝐻𝑛
=  𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑖

𝑛

𝑖=1

≥   𝑥𝑖
𝑖 

𝑤 𝑖

𝑛

𝑖=1

           តាមវសិមភាពមន−មធទយូៅ  

=  𝑥𝑖
𝑖𝑤 𝑖 =

𝑛

𝑖=1

 𝑥𝑖
1/𝐻𝑛 =

𝑛

𝑖=1

  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

1/𝐻𝑛

 

  
 
តាមវសិមភាពកសីុូ 

 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  
𝑛

∑
1
𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

 

𝑛

= 1 

ដយូចនេះ 𝑆

𝐻𝑛
≥ 1 យហើយយសមើគ្នន  យពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1។ 

261.  តាង 𝑞 > 0 ដដល 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1  ⟹  𝑝 − 1 𝑞 = 𝑝 
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ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 យយើងមាន 
 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 

𝑝 =  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝−1 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ≤  𝑎𝑖  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 

𝑝−1 +  𝑏𝑖  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝−1 

⟹     𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

≤   𝑎𝑖  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

+   𝑏𝑖  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

 

តាមវសិមភាព  យយើងមាន 

  𝑎𝑖  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

≤    𝑎𝑖  
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
(𝑝−1)𝑞

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑞

=    𝑎𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑞

 

ដចូគ្នន  

  𝑏𝑖  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝−1

𝑛

𝑖=1

≤    𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑞

 

ដយូចនេះ 

⟹     𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

≤     𝑎𝑖  
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

+    𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

    𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑞

 

⟹     𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1−
1
𝑞

≤     𝑎𝑖  
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

+    𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

  

⟹     𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

≤    𝑎𝑖  
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

+    𝑏𝑖 
𝑝

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑝

 

យយើងទញបានសមភាពយបើ  𝑎𝑖  មានសញ្ជា ដចូ 𝑏𝑖 នងិ  𝑎𝑖
𝑝

= 𝑐 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝 ;  ∀𝑖 នងិ  

𝑏𝑖
𝑝

= 𝑑 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 
𝑝 ;  ∀𝑖 ។  នងិ  ⟹ 𝑎𝑖

𝑝
= 𝛼𝑏𝑖

𝑝 នងិ  1 ⟹ 𝑎𝑖 = 𝛽𝑏𝑖 , 𝛽 > 0 ។ ដយូចនេះ
សមភាពយកើតមានយពល 𝑢   𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛 = 𝛽 𝑣  𝑏1, 𝑏2 , … , 𝑏𝑛  ដដល 𝛽 > 0។ 

262.  តាង 

𝑆 =
𝑥

4
3

𝑥
4
3 +  𝑥2 + 𝑦2 

1
3 𝑥 + 𝑧 

2
3

+
𝑦

4
3

𝑦
4
3 +  𝑦2 + 𝑧2 

1
3 𝑦 + 𝑥 

2
3

+
𝑧

4
3

𝑧
4
3 +  𝑧2 + 𝑥2 

1
3 𝑧 + 𝑦 

2
3

 

𝑥 = 𝑎3; 𝑦 = 𝑏3; 𝑧 = 𝑐3 
តាមវសិមភាព  យយើងមាន 
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 𝑥2 + 𝑦2 
1
3 𝑥 + 𝑧 

2
3 =   𝑎2 3 +  𝑏2 3 

1
3   𝑐2 

3
2 +  𝑎2 

3
2 

2
3

≥ 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑎2

=  𝑥𝑦 
2
3 +  𝑥𝑧 

2
3 

⟹   
𝑥

4
3

𝑥
4
3 +  𝑥2 + 𝑦2 

1
3 𝑥 + 𝑧 

2
3

≤
𝑥

4
3

𝑥
4
3 +  𝑥𝑦 

2
3+ 𝑥𝑧 

2
3

=
𝑥

2
3

𝑥
2
3 + 𝑦

2
3 + 𝑧

2
3

 

តាមរយបៀបដចូគ្នន   
𝑦

4
3

𝑦
4
3 +  𝑦2 + 𝑧2 

1
3 𝑦 + 𝑥 

2
3

≤
𝑦

2
3

𝑥
2
3 + 𝑦

2
3 + 𝑧

2
3

 

𝑧
4
3

𝑧
4
3 +  𝑧2 + 𝑥2 

1
3 𝑧 + 𝑦 

2
3

≤
𝑧

2
3

𝑥
2
3 + 𝑦

2
3 + 𝑧

2
3

 

បូកអងគនងឹអងគននវសិមភាពបញ្ចូលគ្នន  យយើងទញបាន 𝑆 ≤ 1។ 

263.  យយើងមាន 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ ។ តាង 𝑠 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 ។ តាមវសិមភាព 
𝑆1 =   𝑎 + 1 2 + 2 𝑏 − 2 2 +  𝑐 + 3 2 +   𝑏 + 1 2 + 2 𝑐 − 2 2 +  𝑑 + 3 2

≥   𝑎 + 𝑏 + 2 2 + 2 𝑏 + 𝑐 − 4 2 +  𝑐 + 𝑑 + 6 2 

𝑆2 =   𝑐 + 1 2 + 2 𝑑 − 2 2 +  𝑎 + 3 2 +   𝑑 + 1 2 + 2 𝑎 − 2 2 +  𝑏 + 3 2

≥   𝑐 + 𝑑 + 2 2 + 2 𝑑 + 𝑎 − 4 2 +  𝑎 + 𝑏 + 6 2 

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 ≥   𝑠 + 4 2 + 2 𝑠 − 8 2 +  𝑠 + 12 2 =  4𝑠2 + 288 ≥  288 = 12 2 
ចាំយ េះ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0 យយើងមាន 𝑆 = 12 2 ។ ដយូចនេះតាំនលតចូបាំផតុរបស់ 𝑆 គ ឺ12 2 ។ 

264.   តាង 𝑥 = tan 𝐴 , 𝑦 = tan 𝐵 , 𝑧 = tan 𝐶 ដដល 0 < 𝐴, 𝐵, 𝐶 < 𝜋 2 ។ លកខខណឌ
សមមូលនងឹ 

tan 𝐴 + tan 𝐵 + tan 𝐶 = tan 𝐴 tan 𝐵 tan 𝐶  ⟹ 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋 
នងិយោយ 

tan 𝐴

 1 + tan2 𝐴
= sin 𝐴 

វសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 

sin 𝐴 + sin 𝐵 + sin 𝐶 ≤
3 3

2
 

អនគុមន ៍𝑦 = sin 𝑥 ជាអនគុមនយ៍បា៉ាងយលើ  0;
𝜋

2
 ។ ដយូចនេះ តាមវសិមភាពយិនសិន យយើងទញបាន 

sin 𝐴 + sin 𝐵 + sin 𝐶

3
≤ sin

𝐴 + 𝐵 + 𝐶

3
=

 3

2
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 ាំយោយវសិមភាពពតិ។  
 តាង 𝑥 = tan

𝐴

2
; 𝑦 = tan

𝐵

2
; 𝑧 = tan

𝐶

2
 ដដល 0 < 𝐴, 𝐵, 𝐶 <

𝜋

2
 ។ លកខខណឌ សមមូលនងឹ 

tan
𝐴

2
tan

𝐵

2
+ tan

𝐵

2
tan

𝐶

2
+ tan

𝐴

2
tan

𝐶

2
= 1 ⟹   𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 𝜋 

វសិមភាពសមមូលនងឹ 
tan 𝐴 + tan 𝐵 + tan 𝐶 ≥ 3 3 

ពតិតាមវសិមភាពយិនសិន។ 

265.  តាង 𝑥𝑛 = tan 𝑎𝑛  ដដល 0 < 𝑎𝑛 < 𝜋 2  ។ យយើងមាន 
𝑥𝑛+1 = tan 𝑎𝑛 +  1 + tan2 𝑎𝑛 = tan  

𝜋

4
+

𝑎𝑛

2
  

យយើងទញបាន 𝑎𝑛 =
𝜋

2
−

𝜋

6.2𝑛−1  ។ ដយូចនេះ 𝑥𝑛 = cot 𝜃𝑛  ដដល 𝜃𝑛 =
𝜋

6.2𝑛−1 ។ ដចូគ្នន យយើងទញបាន 
𝑦𝑛 = tan 2𝜃𝑛  ។ ដយូចនេះ 𝑥𝑛𝑦𝑛 =

2

1−tan 2 𝜃𝑛  
  ។ យោយ 0 < 𝜃𝑛 <

𝜋

4
 យ េះយយើងមាន 0 < tan2 𝜃𝑛 < 1 

នងិ 𝑥𝑛𝑦𝑛 > 2។ ចាំយ េះ 𝑛 > 1 យយើងមាន 𝜃𝑛 < 𝜋 6  ដយូចនេះ tan2 𝜃𝑛 < 1 3  នងិ 𝑥𝑛𝑦𝑛 < 3 ។ 

266.  តាង 𝑇𝑛  ជាពហុធា  ទ ី𝑛 ។ យយើងដងឹថា 𝑇𝑛 cos 𝑥 = cos 𝑛𝑥 នងិ 𝑇𝑛  កាំនត់
យោយ 𝑇𝑛+1 𝑥 = 2𝑥𝑇𝑛 𝑥 − 𝑇𝑛−1 𝑥 , 𝑇0 𝑥 = 1  នងិ 𝑇1 𝑥 = 𝑥 ។ ដយូចនេះយមគណុធាំរបស់ 𝑇𝑛  
យសមើនងឹ 2𝑛−1 ចាំយ េះ 𝑛 ≥ 1 ។ 
យទ្បើរបូមនតោាំងដទរប៉ាូឡាសែុងរបស់  យៅយលើពហុធាដយឺទ្កទ ី𝑇𝑛−1 𝑥  នងិចាំយ េះចាំនចុ
𝑥1 , 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑛   យយើងមាន 

𝑇𝑛−1 𝑥 =  
𝑇𝑛−1 𝑥𝑘  𝑥 − 𝑥1 ⋯  𝑥 − 𝑥𝑘−1  𝑥 − 𝑥𝑘+1 ⋯  𝑥 − 𝑥𝑛 

 𝑥𝑘 − 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 ⋯  𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 
 

𝑛

𝑘=1

 

ផទមឹយមគណុធាំ យយើងទញបាន 

2𝑛−2 =  
𝑇𝑛−1 𝑥𝑘 

 𝑥𝑘 − 𝑥1 ⋯  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 ⋯ 𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 

𝑛

𝑘=1

 

យយើងយក 𝜃𝑘 ដដល cos 𝜃𝑘 = 𝑥𝑘  ។ ដយូចនេះ  𝑇𝑛−1 𝑥𝑘  = | cos 𝑛 − 1 𝜃𝑘 | ≤ 1 ។ ដយូចនេះ 

2𝑛−2 ≤  
|𝑇𝑛−1 𝑥𝑘 |

 𝑥𝑘 − 𝑥1 ⋯  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1  𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 ⋯ 𝑥𝑘 − 𝑥𝑛 

𝑛

𝑘=1

 

=  
1

𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 ាំយោយវសិមភាពពតិ។ 
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267.   ដចកអងគទាំងពរីននវសិមភាពនងឹ 4 យយើងទញបាន 

 
𝑎

2
 1 −  

𝑏

2
 

2

−
𝑏

2
 1 −  

𝑎

2
 

2

 ≤
1

2
 

យយើងជាំនសួ 𝑎
2

= sin 𝑥 នងិ 𝑏
2

= sin 𝑦 ។ វសិមភាពយទ្ោយយនេះយៅជា 
 sin 𝑥 − 𝑦  =  sin 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑦 cos 𝑥 ≤ sin

𝜋

6
       (∗) 

យយើងចង់បាន 𝑡1 នងិ 𝑡2 ដដល sin 𝑡1 =
 2− 6

4
 នងិ  sin 𝑡2 =

 2+ 6

4
 ។ 

យយើងទញបាន cos 2𝑡1 = 1 − 2 sin2 𝑡1 = 1 −
8−4 3

8
=

 3

2
= cos  ±

𝜋

6
  នងិ cos 2𝑡2 = −

 3

2
=

cos
5𝜋

6
 ។ យទ្ េះ 𝑦 = sin 𝑥 ជាអនគុមនមួ៍យទល់មួយព ី − 𝜋

2
;
𝜋

2
  យៅ  −1; 1  យ េះ 𝑡1 = −

𝜋

12
 នងិ 

𝑡2 =
5𝜋

12
 ។ 

យយើងដចកចយ ា េះ   − 𝜋

12
;

5𝜋

12
  ជាចយ ា េះោច់បី ដដលនមួិយៗមានទ្បដវង 𝜋

6
 គ ឺ𝐼1 =  −

𝜋

12
;

𝜋

12
 ,𝐼2 =

 
𝜋

12
;
𝜋

4
   នងិ 𝐼3 =  

𝜋

4
;

5𝜋

12
 ។ អនគុមន ៍𝑦 = 2 sin 𝑥 អនវុតតចាំយ េះចយ ា េះ 𝐼1 , 𝐼2 , 𝐼3 មានរបូភាពមួយគត់

យលើចយ ា េះ 𝐼1
′ =  

 2− 6

2
; 2 sin

𝜋

12
 , 𝐼2

′ =  2 sin
𝜋

12
;  2 , 𝐼3

′ =   2;
 2+ 6

2
   យរៀងគ្នន ។ តាម

យគ្នលោរណ៍រនធទ្ ប ចយ ា េះមួយនន 𝐼1
′ , 𝐼2

′ , 𝐼3
′  មានចាំននួពរីននចាំននួដដលយោយចាំននួបួន តាងយោយ 𝑎 

នងិ 𝑏។ យយើងទញបាន ចយ ា េះមួយកនងុចាំយ ម 𝐼1, 𝐼2 , 𝐼3 មានចាំននួពតិ 𝑥 នងិ 𝑦 ដដល 𝑎 = 2 sin 𝑥 នងិ 
𝑏 = 2 sin 𝑦 ។ យោយចយ ា េះ  𝐼1, 𝐼2, 𝐼3  មានរង្ហេ ស់យសមើ 𝜋 6  ដចូគ្នន  យ េះ  𝑥 − 𝑦 ≤ 𝜋 6  ។ យយើង
ទញបានវសិមភាព(*) ពតិ។  

268.  ចាំយ េះ 𝑛 = 1 : 𝑓 𝑙1𝑥1 ≤ 𝑙1𝑓 𝑥1  សាំ យន ើពតិ។ 
ចាំយ េះ 𝑛 = 2 វាជានយិមនយ័របស់ភាពផត។ សនមតថាពតិរហូតដល់ 𝑛 ។ 
យយើងមាន 

 𝑙𝑘𝑥𝑘

𝑛+1

𝑘=1

=  𝑙𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

+ 𝑙𝑛+1𝑥𝑛+1 =  1 − 𝑙𝑛+1 𝑦 + 𝑙𝑛+1𝑥𝑛+1 

ដដល 

𝑦 =  
𝑙𝑘

1 − 𝑙𝑛+1

𝑛

𝑘=1

𝑥𝑘 ;   
𝑙𝑘

1 − 𝑙𝑛+1

𝑛

𝑘=1

= 1 

ដយូចនេះ 
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𝑓   𝑙𝑘𝑥𝑘

𝑛+1

𝑘=1

 = 𝑓  1 − 𝑙𝑛+1 𝑦 + 𝑙𝑛+1𝑥𝑛+1 ≤  1 − 𝑙𝑛+1 𝑓 𝑦 + 𝑙𝑛+1𝑓 𝑥𝑛+1 

=  1 − 𝑙𝑛+1 𝑓   
𝑙𝑘

1 − 𝑙𝑛+1

𝑛

𝑘=1

𝑥𝑘 + 𝑙𝑛+1𝑓 𝑥𝑛+1 

≤  1 − 𝑙𝑛+1  
𝑙1

1 − 𝑙𝑛+1
𝑓 𝑥1 +

𝑙2

1 − 𝑙𝑛+1
𝑓 𝑥2 + ⋯ +

𝑙𝑛
1 − 𝑙𝑛+1

𝑓 𝑥𝑛  

+ 𝑙𝑛+1𝑓 𝑥𝑛+1 =  𝑙𝑘

𝑛+1

𝑘=1

𝑓 𝑥𝑘  

269.  តាង 𝑎 = tan 𝑥 , 𝑏 = tan 𝑦 , 𝑐 = tan 𝑧 ។ ដយូចនេះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ជាមុាំកនងុននទ្តយីោណស្សួចមួយ។ 
យយើងមាន 

cos 𝑥 + cos 𝑦 + cos 𝑧 ≤
3

2
 

វសិមភាពយនេះពតិ តាមវសិមភាពយិនសិន។ យយើងមានសមភាពយពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 =  3 ។ 
270.  អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑥1 3  ជាអនគុមនយ៍បា៉ាងយលើ  0; +∞  ។ តាមវសិមភាពយិនសិន យយើង
មាន 

𝑎
1
3 + 𝑏

1
3

2
≤  

𝑎 + 𝑏

2
 

1
3

 ⟹   𝑎
1
3 + 𝑏

1
3 ≤

2

2
1
3

 𝑎 + 𝑏 
1
3 

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត នងិ ាំយោយ 𝑎 = 𝑏 ។ ដយូចនេះចាំននួយថរ 𝑀 តចូបាំផតុ គ ឺ𝑀 =
2

2
1
3

= 4
1

3 ។ 

271.  អនគុមន ៍𝑓 𝑥 =
1

 1−𝑥
 ផតយលើ  1;+∞ ។ យោយ 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 1 យ េះតាម

វសិមភាពយិនសិន 
𝑥1𝑓 𝑥1 + 𝑥2𝑓 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑓 𝑥𝑛 ≥ 𝑓 𝑥1 . 𝑥1 + 𝑥2 . 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 . 𝑥𝑛  

⟺  𝑥1

1

 1 − 𝑥1

+ 𝑥2

1

 1 − 𝑥2

+ ⋯ + 𝑥𝑛

1

 1 − 𝑥𝑛

≥
1

 1 −  𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2 

  

តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត យយើងមាន 

𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2 ≥

1

𝑛
 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛 2 =

1

𝑛
 

⟹
𝑥1

 1 − 𝑥1

+
𝑥2

 1 − 𝑥2

+ ⋯ +
𝑥𝑛

 1 − 𝑥𝑛

≥
1

 1 −
1
𝑛

=  
𝑛

𝑛 − 1
 

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1 𝑛  ។ 

272.   យបើ 𝑛 ≥ 0 អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛  ជាអនគុមនផ៍តយលើ ℝ+∗ ។ ដយូចនេះតាមវសិមភាពយិនសិន 
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 1 +
𝑎

𝑏
 
𝑛

+  1 +
𝑏

𝑎
 
𝑛

≥ 2  
1 +

𝑎
𝑏

+ 1 +
𝑏
𝑎

2
 

𝑛

= 2  1 +
1

2
 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
  

𝑛

 

ដតថា 𝑎
𝑏

+
𝑏

𝑎
≥ 2 យ េះ 

 1 +
𝑎

𝑏
 
𝑛

+  1 +
𝑏

𝑎
 

𝑛

≥ 2 2 𝑛 = 2𝑛+1 
យបើ 𝑛 < −1 តាង 𝑝 = −𝑛 > 1 

⟹    1 +
𝑎

𝑏
 
𝑛

+  1 +
𝑏

𝑎
 

𝑛

≥ 2𝑛+1   ⟺
𝑏𝑝

 𝑎 + 𝑏 𝑝
+

𝑎𝑝

 𝑎 + 𝑏 𝑝
≥

1

2𝑝−1
 ⟺

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2

≥  
𝑎 + 𝑏

2
 
𝑝

 
អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑥𝑝  ជាអនគុមនផ៍តយលើ ℝ+∗ ។ ដយូចនេះតាមវសិមភាពយិនសិន 

𝑎𝑝 + 𝑏𝑝

2
≥  

𝑎 + 𝑏

2
 
𝑝

 
ដយូចនេះវសិមភាពពតិ។ យយើងយឃើញថា អងគទាំងពរីននវសិមភាពយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑛 ∈  0; −1  នងិ 𝑎, 𝑏 
យ៉ាងយម៉ាចកប៏ាន រ ឺ𝑛 ∉  0; −1  នងិ 𝑎 = 𝑏 ។ 
273.   យយើងយឃើញថាវសិមភាពយៅដដដល យបើយយើងជាំនសួ  𝑎, 𝑏, 𝑐  យោយ  𝛼𝑎, 𝛼𝑏, 𝛼𝑐   
(វសិមភាពអូម៉ាូដសន)។ ដយូចនេះ យយើងោចសនមតថា 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1 (*)។ 
អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 1  𝑥  ជាអនគុមនផ៍ត ដយូចនេះតាមវសិមភាពយិនសិន នងិ (*) យយើងទញបាន 
𝑎𝑓 𝑎2 + 𝜆𝑏𝑐 + 𝑏𝑓 𝑏2 + 𝜆𝑐𝑎 + 𝑐𝑓 𝑐2 + 𝜆𝑎𝑏 

≥ 𝑓 𝑎 𝑎2 + 𝜆𝑏𝑐 + 𝑏 𝑏2 + 𝜆𝑐𝑎 + 𝑐 𝑐2 + 𝜆𝑎𝑏   

⟹
𝑎

 𝑎2 + 𝜆𝑏𝑐
+

𝑏

 𝑏2 + 𝜆𝑐𝑎
+

𝑐

 𝑐2 + 𝜆𝑎𝑏
≥

1

 𝑎 𝑎2 + 𝜆𝑏𝑐 + 𝑏 𝑏2 + 𝜆𝑐𝑎 + 𝑐 𝑐2 + 𝜆𝑎𝑏 
 

ដយូចនេះ យយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 

𝑎 𝑎2 + 𝜆𝑏𝑐 + 𝑏 𝑏2 + 𝜆𝑐𝑎 + 𝑐 𝑐2 + 𝜆𝑎𝑏 ≤
1 + 𝜆

9
 

⟺ 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3𝜆𝑎𝑏𝑐 ≤
1 + 𝜆

9
 

យយើងមាន 
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 =  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 3 − 3 𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑐 + 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑐2 + 𝑏2𝑐 + 𝑏𝑐2 + 2𝑎𝑏𝑐  

តាម(*) យយើងទញបាន 
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3𝜆𝑎𝑏𝑐 
= 1 − 3 𝑎2𝑏 + 𝑎2𝑐 + 𝑎𝑏2 + 𝑎𝑐2 + 𝑏2𝑐 + 𝑏𝑐2 + 3 𝜆 − 2 𝑎𝑏𝑐 

≤ 1 − 3.6𝑎𝑏𝑐 + 3 𝜆 − 2 𝑎𝑏𝑐   វសិមភាពកសីុូ  

= 1 + 3 𝜆 − 8 𝑎𝑏𝑐 
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≤ 1 + 3 𝜆 − 8  
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

3
 

3

    វសិមភាពកសីុូ នងិ យោយារ λ ≥ 8  

= 1 +
𝜆 − 8

9
=

1 + 𝜆

9
 

ពតិ ។ សមភាពយកើតមានយពលវសិមភាពកសីុូយៅជាសមភាព មាននយ័ថា a b c= = ។ 
274.  យោយអនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑥𝑡 ផតយលើ ℝ+យ េះតាមវសិមភាពយិនសិន យយើងទញបាន 

  𝑎𝑖
𝛼 +

1

𝑎𝑖
𝛽
 

𝑡𝑛

𝑖=1

≥ 𝑛  
1

𝑛
 𝑎𝑖

𝛼

𝑛

𝑖=1

+
1

𝑎𝑖
𝛽
 

𝑡

= 𝑛  
1

𝑛
 𝑎𝑖

𝛼

𝑛

𝑖=1

+
1

𝑛
 

1

𝑎𝑖
𝛽

𝑛

𝑖=1

 

𝑡

   (∗) 

ដត 
ក) យោយ 𝛼 ≥ 1 យ េះអនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑥𝛼  ផតយលើ  ℝ+ ដយូចនេះ យយើងទញបាន 

1

𝑛
 𝑎𝑖

𝛼

𝑛

𝑖=1

≥  
1

𝑛
 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝛼

=
1

𝑛𝛼
 

ខ) យោយ 𝛽 > 0  យ េះអនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 1 𝑥𝛽  ផតយលើ ℝ+ ដយូចនេះ យយើងទញបាន 
1

𝑛
 

1

𝑎𝑖
𝛽

𝑛

𝑖=1

≥  
𝑛

∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1

 

𝛽

= 𝑛𝛽  

តាម (*), ក) នងិ ខ) យយើងទញបាន 

  𝑎𝑖
𝛼 +

1

𝑎𝑖
𝛽
 

𝑡𝑛

𝑖=1

≥ 𝑛  
1

𝑛𝛼
+ 𝑛𝛽  

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛  ។ យោយ 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 1 យ េះ  
𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 1/𝑛។ 
275.   អនគុមន ៍𝑓 𝑥 =

1

1+𝑒𝑥  ផតយលើ ℝ+ យទ្ េះ  

𝑓 ′′  𝑥 =
𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥

 1 + 𝑒𝑥 3
≥ 0 

ចាំយ េះ 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 តាង 𝑥𝑖 = 𝑒𝑦𝑖  ។ យោយ 𝑥𝑖 ≥ 1 យ េះ  𝑦𝑖 ≥ 0 ។ 
តាមវសិមភាពយិនសិន 

1

𝑛
 

1

𝑥𝑖 + 1

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
 

1

𝑒𝑦𝑖 + 1

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑒
1
𝑛

∑ 𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1 + 1

=
1

 𝑥1𝑥2 …𝑥𝑛 
1
𝑛 + 1

 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 1 2 nx x x= = =L ។ 
276.   តាង 

𝑓 𝑎 =
𝑎

𝑏 + 𝑐 + 1
+

𝑏

𝑐 + 𝑎 + 1
+

𝑐

𝑎 + 𝑏 + 1
+  1 − 𝑎  1 − 𝑏  1 − 𝑐  
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យោយចាត់ទកុថា 𝑏, 𝑐 ជាបា៉ារា៉ាដម៉ាទ្ត។ យយើងយឃើញថា 𝑓 ជាអនគុមនផ៍តយធៀបនងឹ 𝑎 ដយូចនេះ តាំនលធាំ
បាំផតុរបស់វា គយឺៅទ្តង់ 𝑎 = 0 រ ឺ𝑎 = 1។ តាមវចិារដចូគ្នន  យយើងទញបានថា 𝑓 មានតាំនលធាំបាំផតុ 
យៅទ្តង់ចាំនចុមួយ (រយឺទ្ចើនជាងមួយ) កនងុចាំយ មចាំនចុទាំងទ្បាាំបី ដដលមាន  𝑎, 𝑏, 𝑐 =

 0; 0; 0 ,  0; 0; 1 ,  0; 1; 0 ,  0; 1; 1 ,  1; 0; 0 ,  1; 1; 0 ,  1; 0; 1 ,  1; 1; 1 )។ យយើងពនិតិែយឃើញ
ថា ចាំយ េះទ្តធីាតនុមួិយៗ តាំនលរបស់អនគុមន ៍𝑓 យសមើ 1 ។ ដយូចនេះវសិមភាពពតិ។ 

277.  អងគខាងយឆេងជាអនគុមនផ៍ត ចាំយ េះអយថរនមួិយៗ យោយទប់អយថរយផេងយទៀត។ វាមានតាំនល
ធាំបាំផតុយៅទ្តង់ចាំនចុមួយននបញ្ចធាត ុ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ទាំង 32 ដដល 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈  𝑝; 𝑞  ។ 
តាង 𝑛 ជាចាំននួអយថរ ដដលយសមើ 𝑝 យហើយដយូចនេះអយថរចាំននួ 5 − 𝑛 យផេងយទៀតយសមើ 𝑞 ដដល 
𝑛 ∈  0; 1; 2; 3; 4; 5  ។ ដយូចនេះ យយើងទ្តវូរកតាំនលធាំបាំផតុរបស់ 

𝑓 𝑛 =  𝑛𝑝 +  5 − 𝑛 𝑞  
𝑛

𝑝
+

5 − 𝑛

𝑞
  

យយើងមាន 
𝑓 𝑛 = 𝑛2 +  5 − 𝑛 2 + 𝑛 5 − 𝑛  

𝑝

𝑞
+

𝑞

𝑝
  

= 𝑛2 +  5 − 𝑛 2 + 𝑛 5 − 𝑛  
𝑝

𝑞
+

𝑞

𝑝
− 2 + 2  

= 𝑛2 +  5 − 𝑛 2 + 2𝑛 5 − 𝑛 + 𝑛 5 − 𝑛   
𝑝

𝑞
−  

𝑞

𝑝
 

2

 

= 25 + 𝑛 5 − 𝑛   
𝑝

𝑞
−  

𝑞

𝑝
 

2

 

ដយូចនេះ 𝑓 𝑛  ធាំបាំផតុ យបើ 

𝑛 5 − 𝑛 =
25

4
−  𝑛 −

5

2
 

2

 
 មានតាំនលធាំបាំផតុ មាននយ័ថា 𝑛 = 2  រ ឺ𝑛 = 3 ។ ដយូចនេះ 

𝑓max = 25 + 6   
𝑝

𝑞
−  

𝑞

𝑝
 

2

 

278. តាង 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈  0,
𝜋

2
  នងិ 𝑎 =  2 tan 𝐴 , 𝑏 =  2 tan 𝐵 នងិ 𝑐 =  2 tan 𝐶 ។ តាម

ទាំ ក់ទាំនង 1 + tan2 𝜃 = 1/ cos2 𝜃 វសិមភាពោចសរយសរជា 
 𝑎2 + 2  𝑏2 + 2  𝑐2 + 2 ≥ 9 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎    
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⟺  2 tan2 𝐴 + 2  2 tan2 𝐵 + 2  2 tan2 𝐶 + 2 
≥ 9 2 tan 𝐴 tan 𝐵 + 2 tan 𝐵 tan 𝐶 + 2 tan 𝐶 tan 𝐴  

⟺
4

9
≥ cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶  sin 𝐴 sin 𝐵 cos 𝐶 + sin 𝐵 sin 𝐶 cos 𝐴 + sin 𝐶 sin 𝐴 cos 𝐵  

យយើងមាន 
cos 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 

= cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 − cos 𝐴 sin 𝐵 sin 𝐶 − sin 𝐴 cos 𝐵 sin 𝐶
− sin 𝐴 sin 𝐵 cos 𝐶 

ដយូចនេះវសិមភាពយៅជា 
4

9
≥ cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 (cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 − cos(𝐴 + 𝐵 + 𝐶))  

តាង 𝑞 =
𝐴+𝐵+𝐶

3
 ។ តាមវសិមភាពកសីុូ នងិ វសិមភាពយិនសិន យយើងទញបាន 

cos 𝐴 cos 𝐵 cos 𝐶 ≤  
cos 𝐴 + cos 𝐵 + cos 𝐶

3
 

3

≤ cos3 𝑞 
យយើងទ្តវូបង្ហា ញថា 

4

9
≥ cos3 𝑞 (cos3 𝑞 − cos 3𝑞) 

យយើងមាន 
cos 3𝑞 = 4 cos3 𝑞 − 3 cos 𝑞   ⟹ cos3 𝑞 − cos 3𝑞 = 3 cos 𝑞 − 3 cos3 𝑞 

ដយូចនេះវសិមភាពយៅជា 
4

27
≥ cos4 𝑞  1 − cos2 𝑞        ∗  

តាមវសិមភាពកសីុូ 

 
cos2 𝑞

2
.
cos2 𝑞

2
.  1 − cos2 𝑞  

1
3

≤
1

3
 
cos2 𝑞

2
+

cos2 𝑞

2
+  1 − cos2 𝑞  =

1

3
 

⟹ (*) ពតិ។ សមភាពយកើតមាន ទល់ដត 

tan 𝐴 = tan 𝐵 = tan 𝐶 =
1

 2
 ⟹ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1 

279.   ដនំនាោះត្ាយទ១ី 
តាង 𝑎 = 𝑦 + 𝑧, 𝑏 = 𝑧 + 𝑥, 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 ។ 

𝑎 + 𝑏 > 𝑐 ⟹ 𝑦 + 𝑧 + 𝑧 + 𝑥 > 𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑧 > 0 
ដចូគ្នន  𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ 
វសិមភាពខាងយលើសមមូលនងឹ 

𝑥3𝑧 + 𝑦3𝑥 + 𝑧3𝑦 ≥ 𝑥2𝑦𝑧 + 𝑥𝑦2𝑧 + 𝑥𝑦𝑧2 
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⟺
𝑥2

𝑦
+

𝑦2

𝑧
+

𝑧2

𝑥
≥ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 

យោយវសិមភាពខាងយលើអូម៉ា ូដសន (យបើយយើងជាំនសួ  𝑥, 𝑦, 𝑧  យោយ 𝑡𝑥, 𝑡𝑦, 𝑡𝑧) យ េះវសិមភាពយៅ
ដដដល )យ េះយយើងោចសនមតថា 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 ។ ដយូចនេះវសិមភាពសមមូលនងឹ 

𝑦𝑓  
𝑥

𝑦
 + 𝑧𝑓  

𝑦

𝑧
 + 𝑥𝑓  

𝑧

𝑥
 ≥ 1 

ដដល 𝑓 𝑡 = 𝑡2 ។ យោយ 𝑓 ផតយលើ ℝ តាមវសិមភាពយិនសិន យយើងទញបាន 
𝑦𝑓  

𝑥

𝑦
 + 𝑧𝑓  

𝑦

𝑧
 + 𝑥𝑓  

𝑧

𝑥
 ≥ 𝑓  𝑦.

𝑥

𝑦
+ 𝑧.

𝑦

𝑧
+ 𝑥.

𝑧

𝑥
 = 𝑓 1 = 1 

 ដនំនាោះត្ាយទ២ី 
តាង 𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 𝑎2𝑏 𝑎 − 𝑏 + 𝑏2𝑐 𝑏 − 𝑐 + 𝑐2𝑎 𝑐 − 𝑎  ។ យយើងយឃើញថា 𝑓 មិនដទ្បទ្បួលយទ 
យពលយយើងយធេើចាំលាស់សីុគាចិនន  𝑎, 𝑏, 𝑐  មាននយ័ថា ដរូ  𝑎, 𝑏, 𝑐  ជា  𝑏, 𝑐, 𝑎  រ ឺ 𝑐, 𝑎, 𝑏  ។ ដយូចនេះ 
យយើងោចសនមតថា 𝑎 = max 𝑎, 𝑏, 𝑐  (ដតមិនោចសនមតថា 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 បានយទ យទ្ េះ 𝑓 មិន
សីុយមទ្ទ)ី។ យយើងទញបាន 

𝑓 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 𝑎 𝑏 − 𝑐 2 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 + 𝑏 𝑎 − 𝑏  𝑎 − 𝑐  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 ≥ 0 
សមភាពយកើតមានយពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។  
280. យបើទ្គប់ 𝑎𝑖  យសមើគ្នន ទាំងអស់ យ េះអនគុមន ៍𝑀 យថរយលើ ℝ∗ ។ ឥលូវយនេះ យយើងសនមតថា ប ត្  
𝑎𝑖  មិនយសមើគ្នន ទាំងអស់យទ។ តាង 𝑓 𝛼 = ln 𝑙1𝑎1

𝛼 + 𝑙2𝑎2
𝛼 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛

𝛼   ។ 
យយើងមាន 

ln 𝑀 𝛼 =
1

𝛼
ln 𝑙1𝑎1

𝛼 + 𝑙2𝑎2
𝛼 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛

𝛼  =
𝑓 𝛼 

𝛼
 

យយើងមាន lim𝛼⟶0 𝑎𝑖
𝛼 = 1 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑎𝑖 > 0 ដយូចនេះ lim𝛼⟶0 𝑓(𝛼) = 0 ។ ម៉ាយងវញិយទៀត យោយ 

𝑓 ′ 𝛼 =
𝑙1𝑎1

𝛼 ln 𝑎1 + 𝑙2𝑎2
𝛼 ln 𝑎2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛

𝛼 ln 𝑎𝑛

𝑙1𝑎1
𝛼 + 𝑙2𝑎2

𝛼 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛
𝛼     

⟹  lim
𝛼⟶0

𝑓 ′ 𝛼 =
𝑙1 ln 𝑎1 + 𝑙2 ln 𝑎2 + ⋯ + 𝑙𝑛 ln 𝑎𝑛

𝑙1 + 𝑙2 + ⋯ + 𝑙𝑛
= 𝑙1 ln 𝑎1 + 𝑙2 ln 𝑎2 + ⋯ + 𝑙𝑛 ln 𝑎𝑛

= ln 𝑎1
𝑙1𝑎2

𝑙2 … 𝑎𝑛
𝑙𝑛   

តាមកបួន អូពតីាល់ យយើងទញបាន 
lim
𝛼⟶0

ln 𝑀(𝛼) = ln 𝑎1
𝑙1𝑎2

𝑙2 …𝑎𝑛
𝑙𝑛   ⟹  lim

𝛼⟶0
𝑀(𝛼) = 𝑎1

𝑙1𝑎2
𝑙2 …𝑎𝑛

𝑙𝑛  
ដយូចនេះ យោយយក 𝑀 0 = 𝑎1

𝑙1𝑎2
𝑙2 …𝑎𝑛

𝑙𝑛  យយើងទញបាន 𝑀 ជាប់ទ្តង់ 0 ។ 
ក) ករណី 𝛼 > 1  
អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑥𝛼  ផតោច់ខាតយលើ ℝ+∗ ។ ដយូចនេះ 
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𝑙1𝑎1
𝛼 + 𝑙2𝑎2

𝛼 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛
𝛼 >  𝑙1𝑎1 + 𝑙2𝑎2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛 𝛼  

វសិមភាពយនេះ ោច់ខាត យទ្ េះ ប ត្  𝑎𝑖  មិនយសមើគ្នន ទាំងអស់យទ។ 
ដយូចនេះ 

𝑀 𝛼 =  𝑙1𝑎1
𝛼 + 𝑙2𝑎2

𝛼 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛
𝛼 

1
𝛼 > 𝑙1𝑎1 + 𝑙2𝑎2 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛 = 𝑀 1  

ខ) ករណី 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ  
ករណីទ១ី: 0 < 𝛼 < 𝛽  
តាង 𝑡 = 𝛽 𝛼 > 1 ។ ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} យយើងតាង 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖

𝛼  ។ តាម ក) យយើងមាន 

  𝑙𝑖𝑏𝑖
𝑡

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑡

>  𝑙𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

   ⟹   𝑙𝑖𝑎𝑖
𝛽

𝑛

𝑖=1

 

𝛼
𝛽

>  𝑙𝑖𝑎𝑖
𝛼

𝑛

𝑖=1

  ⟹ 𝑀 𝛽 > 𝑀(𝛼) 

ករណីទ២ី: 𝛼 < 𝛽 < 0  
តាង 𝑡 = 𝛼/𝛽 > 1។ ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛} យយើងតាង 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖

𝛽។ តាម ក) យយើងមាន 

  𝑙𝑖𝑏𝑖
𝑡

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑡

>  𝑙𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

   ⟹   𝑙𝑖𝑎𝑖
𝛼

𝑛

𝑖=1

 

𝛽
𝛼

>  𝑙𝑖𝑎𝑖
𝛽

𝑛

𝑖=1

  ⟹ 𝑀 𝛽 > 𝑀(𝛼) 

ដយូចនេះ អនគុមន ៍𝑀 យកើនោច់ខាតយលើ ℝ+∗;  ℝ−∗  យហើយជាប់ទ្តង់ 0 ។ ដយូចនេះ វាយកើនោច់ខាតយលើ ℝ។ 
281.  ចាំយ េះ 𝛼 > 0 : 
តាមលកខណៈសីុយមទ្ទ ីយយើងោចសនមតថា 𝑎1 = max{𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} ។ 
ដយូចនេះ 
ln 𝑀 𝛼 =

1

𝛼
ln 𝑙1𝑎1

𝛼 + 𝑙2𝑎2
𝛼 + ⋯ + 𝑙𝑛𝑎𝑛

𝛼  =
1

𝛼
ln  𝑎1

𝛼 ∑ 𝑙𝑖  
𝑎𝑖

𝑎1
 
𝛼

𝑛
𝑖=1  =

ln 𝑎1 +
1

𝛼
ln  ∑ 𝑙𝑖  

𝑎𝑖

𝑎1
 
𝛼

𝑛
𝑖=1    

ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 យយើងមាន 0 <
𝑎𝑖

𝑎1
≤ 1 ។ ដយូចនេះ 0 <  

𝑎𝑖

𝑎1
 
𝛼

≤ 1  

⟹   𝑙𝑖

𝑛

𝑖=1

 
𝑎𝑖

𝑎1
 
𝛼

≤  𝑙𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1 

ln 𝑀 𝛼 ≤ ln 𝑎1 +
1

𝛼
ln 1 = ln 𝑎1 

⟹  lim
𝛼⟶+∞

ln 𝑀 𝛼 = ln 𝑎1 

⟹  lim
𝛼⟶+∞

𝑀(𝛼) = 𝑎1 = max{𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} 
 ចាំយ េះ 𝛼 < 0  
យលើកយនេះយយើងសនមតថា 𝑎1 = min{𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛}។ ដចូខាងយលើ យយើងមាន 
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ln 𝑀 𝛼 = ln 𝑎1 +
1

𝛼
ln   𝑙𝑖  

𝑎𝑖

𝑎1
 
𝛼

𝑛

𝑖=1

  

ដដល 𝑎𝑖

𝑎1
≥ 1 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑖 ។ ដយូចនេះ 0 <  

𝑎𝑖

𝑎1
 
𝛼

≤ 1  ។  
តាមវចិារដចូករណីខាងយលើ យយើងទញបាន 

 lim
𝛼⟶−∞

𝑀(𝛼) = 𝑎1 = min{𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} 
ដយូចនេះ 

lim
𝛼⟶+∞

𝑀(𝛼) = 𝑎1 = max{𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} 
lim

𝛼⟶−∞
𝑀(𝛼) = 𝑎1 = min{𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} 

យហើយយោយអនគុមន ៍𝑀 យកើនោច់ខាតយលើ ℝ ដយូចនេះ ចាំយ េះទ្គប់ 𝛼 ∈ ℝ យគមាន 
min{𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} < 𝑀 𝛼 < max{𝑎1, 𝑎2 , … , 𝑎𝑛} 

 យក 𝑙1 = 𝑙2 = ⋯ = 𝑙𝑛 =
1

𝑛
 យយើងទញបាន 

𝑀 −1 =  
1

𝑛
 𝑎1

−1 + 𝑎2
−1 + ⋯ + 𝑎𝑛

−1  
−1

=
𝑛

1
𝑎1

+
1
𝑎2

+ ⋯ +
1
𝑎𝑛

 

𝑀 0 =  𝑎1𝑎2 …𝑎𝑛 
1
𝑛  

𝑀 1 =  
1

𝑛
𝑎1 +

1

𝑛
𝑎2 + ⋯ +

1

𝑛
𝑎𝑛  

1

=
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
 

𝑀 2 =  
1

𝑛
𝑎1

2 +
1

𝑛
𝑎2

2 + ⋯ +
1

𝑛
𝑎𝑛

2 

1
2

=  
𝑎1

2 + 𝑎2
2 + ⋯ + 𝑎𝑛

2

𝑛
 

  
282.  តាង 𝐴 = 𝑥1

3 + 𝑥2
3 + 𝑥3

3 + 𝑥4
3 នងិ 𝐴𝑖 = 𝐴 − 𝑥𝑖

3  ⟹ 𝐴 =
1

3
∑ 𝐴𝑖

4
𝑖=1  ។ 

តាមវសិមភាពកសីុូ យយើងទញបាន 
1

3
𝐴1 ≥  𝑥2

3𝑥3
3𝑥4

3 1/3 = 𝑥2𝑥3𝑥4 = 1/𝑥1 
តាមរយបៀបដចូគ្នន  យយើងទញបាន 

1

3
𝐴𝑖 ≥

1

𝑥𝑖
;   ∀𝑖 = 1,2,3,4 

⟹ 𝐴 ≥  1/𝑥𝑖

4

𝑖=1

         (1) 

ម៉ាយងវញិយទៀត 

1

4
𝐴 =

1

4
 𝑥𝑖

3

4

𝑖=1

≥  
1

4
 𝑥𝑖

4

𝑖=1

 

3

            តាមវសិមភាពមធែមលាំោប់ 3 នងិ 1  
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=  
1

4
 𝑥𝑖

4

𝑖=1

  
1

4
 𝑥𝑖

4

𝑖=1

 

2

≥  
1

4
 𝑥𝑖

4

𝑖=1

  

យទ្ េះ 

 
1

4
 𝑥𝑖

4

𝑖=1

 ≥  𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 
1
4 = 1     តាមវសិមភាពកសីុូ  

⟹ 𝐴 ≥  𝑥𝑖

4

𝑖=1

     (2) 

 នងិ ⟹ ∑ 𝑥𝑖
34

𝑖=1 ≥ max ∑ 𝑥𝑖
4
𝑖=1 ; ∑ 1/𝑥𝑖

4
𝑖=1  ។ 

283.  យបើមានចាំននួ្មួយយសមើសូនែ ឧទហរណ៍ 𝑧 = 0 យ េះ វសិមភាពសមមូលនងឹ 
8 𝑥6 + 𝑦6 + 2𝑥3𝑦3 ≥ 9𝑥3𝑦3 

ពតិ យហើយយសមើគ្នន យពល 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0 ។ 
យបើ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 យយើងមាន 

9 𝑥2 + 𝑦𝑧  𝑦2 + 𝑧𝑥  𝑧2 + 𝑥𝑦 ≤
9

8
 2𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2  𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑧2 

≤
9

8
 
4 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

3
 

3

        តាមវសិមភាពកសីុូ  

= 9.8  
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

3
 

3

≤ 9.8  
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

3
 

2

  តាម មធែមលាំោប់៣នងិ២  

= 8 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 2 
អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដតនងិ ាំយោយ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ។ 

284.  អនគុមន ៍𝑓 𝑥 =
𝑥

 1−𝑥
 ជាអនគុមនផ៍ត។ តាមវសិមភាពយិនសិន យយើងទញបាន 

1

𝑛
 𝑓 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

≥ 𝑓  
1

𝑛
 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 = 𝑓  
1

𝑛
 =

1

𝑛
 

𝑛

𝑛 − 1
 ⟹  

𝑥𝑖

 1 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  
𝑛

𝑛 − 1
 

ម៉ាយងវញិយទៀត តាមវសិមភាពមធែមលាំោប់ 1 នងិ 1 2  យយើងទញបាន 
1

𝑛
=

1

𝑛
 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  
1

𝑛
  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2

  ⟹   𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≤  𝑛  ⟹
∑  𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

 𝑛 − 1
≤  

𝑛

𝑛 − 1
 

⟹   
𝑥𝑖

 1 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≥  
𝑛

𝑛 − 1
≥

∑  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

 𝑛 − 1
 

ពតិ។ 
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285.  តាង 𝑆 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  ។ យយើងមាន 

  
𝑥𝑖

5

𝑆 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

    𝑆 − 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

 ≥    𝑥𝑖
5

𝑛

𝑖=1

 

2

     តាមវសិមភាពកសីុូាេ ត  

= 𝑛2  
1

𝑛
 𝑥

𝑖

5
2

𝑛

𝑖=1

 

2

≥ 𝑛2  
1

𝑛
 𝑥𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

5
2

  តាមវសិមភាពមធែមលាំោប់5

2
នងិ 2  

=
𝑛2

𝑛
5
2

                                                        (∗) 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1  𝑛  ។ 
ម៉ាយងវញិយទៀត 

0 <   𝑆 − 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

=  𝑛 − 1  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑛 𝑛 − 1  
𝑥𝑖

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

≤ 𝑛 𝑛 − 1  
1

𝑛
 𝑥𝑖

2

𝑛

𝑖=1

 

1
2

         តាមវសិមភាពមធែមលាំោប់ 1 នងិ 2  

=
𝑛 𝑛 − 1 

 𝑛
 

⟹ 0 <   𝑆 − 𝑥𝑖 

𝑛

𝑖=1

≤
𝑛 𝑛 − 1 

 𝑛
                     (∗∗) 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1  𝑛  ។ 
(*) នងិ (**) 

  
𝑥𝑖

5

𝑆 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 
𝑛 𝑛 − 1 

 𝑛
≥

𝑛2

𝑛
5
2

 ⟹   
𝑥𝑖

5

𝑆 − 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≥
1

𝑛 𝑛 − 1 
 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 1  𝑛  ។ 

286. យោយវសិមភាពសីុយមទ្ទយីធៀបនងឹអយថរទាំងបី យយើងោចសនមតថា 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 យោយមិន
បាត់បង់លកខណៈទយូៅអេីទាំងអស់។ វសិមភាពដដលយោយ ោចសរយសរជា 

𝑥𝑟 𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 + 𝑦𝑟 𝑦 − 𝑧  𝑦 − 𝑥 + 𝑧𝑟 𝑧 − 𝑥  𝑧 − 𝑦 ≥ 0 
⟺  𝑥 − 𝑦  𝑥𝑟 𝑥 − 𝑧 − 𝑦𝑟 𝑦 − 𝑧  + 𝑧𝑟 𝑥 − 𝑧  𝑦 − 𝑧 ≥ 0 

ពតិ យទ្ េះតនួមួិយៗ សុទធដតវជិ ាមានទាំងអស់។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ។ 

287.   វសិមភាពខាងយឆេងដដលយោយមក សមមូលនងឹ 
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3𝑎𝑏𝑐 ≥ 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑏𝑐 𝑏 + 𝑐 + 𝑐𝑎 𝑐 + 𝑎   
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⟺ 𝑎 𝑎 − 𝑏  𝑎 − 𝑐 + 𝑏 𝑏 − 𝑐  𝑏 − 𝑎 + 𝑐 𝑐 − 𝑎  𝑐 − 𝑏 ≥ 0 
ពតិ តាមវសិមភាព  ករណី 𝑟 = 1 ។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដតនងិមានដត 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
វសិមភាពខាងាត ាំសមមូលនងឹ 

𝑎𝑏 𝑎 + 𝑏 + 𝑏𝑐 𝑏 + 𝑐 + 𝑐𝑎 𝑐 + 𝑎 ≥ 2   𝑎𝑏 
3
2 +  𝑏𝑐 

3
2 +  𝑐𝑎 

3
2   

⟺    𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏2 

cyclic

≥  2 𝑎𝑏 
3
2

cyclic

 

ពតិតាមវសិមភាពកសីុូ។ 

 តាង 𝑥 = 𝑎2 3 , 𝑦 = 𝑏2 3 , 𝑧 = 𝑐2 3  វសិមភាពសមមូលនងឹ 
 3 − 𝑡 + 𝑡 𝑎𝑏𝑐 

2
𝑡 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎   

⟺  3 − 𝑡 + 𝑡 𝑥𝑦𝑧 3/𝑡 + 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 ≥ 2   𝑥𝑦 
3
2 +  𝑦𝑧 

3
2 +  𝑧𝑥 

3
2  

តាមសាំនរួទី យយើងមាន 
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 ≥ 2   𝑥𝑦 

3
2 +  𝑦𝑧 

3
2 +  𝑧𝑥 

3
2  

ដយូចនេះ យពលយនេះ យយើងទ្គ្នន់ដតបង្ហា ញថា 
 3 − 𝑡 + 𝑡 𝑥𝑦𝑧 

3
𝑡 ≥ 3𝑥𝑦𝑧 

⟺  
3 − 𝑡

3
. 1 +

𝑡

3
 𝑥𝑦𝑧 

3
𝑡 ≥ 1

3−𝑡
3 .   𝑥𝑦𝑧 

3
𝑡  

𝑡
3

= 𝑥𝑦𝑧 
ពតិ តាមវសិមភាពមន-មធទយូៅ។ យយើងយឃើញថាអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1 ។ 
 ចាំយ េះ 𝑡 =

1

2
; 1; 2 យយើងមាន 

5

2
+

1

2
 𝑎𝑏𝑐 4 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  

2 +  𝑎𝑏𝑐 2 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  
1 + 2𝑎𝑏𝑐 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎  

288.  យយើងមាន 
1

𝑎
−

𝑏 + 𝑐

𝑎2 + 𝑏𝑐
=

 𝑎 − 𝑏  𝑎 − 𝑐 

𝑎 𝑎2 + 𝑏𝑐 
 

1

𝑏
−

𝑐 + 𝑎

𝑏2 + 𝑐𝑎
=

 𝑏 − 𝑐  𝑏 − 𝑎 

𝑏 𝑏2 + 𝑐𝑎 
 

1

𝑐
−

𝑎 + 𝑏

𝑐2 + 𝑎𝑏
=

 𝑐 − 𝑎  𝑐 − 𝑏 

𝑐 𝑐2 + 𝑎𝑏 
 

ដយូចនេះវសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 
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 𝑎 − 𝑏  𝑎 − 𝑐 

𝑎 𝑎2 + 𝑏𝑐 
+

 𝑏 − 𝑐  𝑏 − 𝑎 

𝑏 𝑏2 + 𝑐𝑎 
+

 𝑐 − 𝑎  𝑐 − 𝑏 

𝑐 𝑐2 + 𝑎𝑏 
≥ 0     ∗  

វសិមភាពខាងយលើសីុយមទ្ទយីធៀបនងឹ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ដយូចនេះ យយើងោចសនមតថា 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐។ ដយូចនេះ 
 𝑐 − 𝑎  𝑐 − 𝑏 

𝑐 𝑐2 + 𝑎𝑏 
≥ 0 

យោយអងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑐 = 𝑎  រ ឺ𝑐 = 𝑏 ។ 
ប ទ ប់មកយទៀត 

 𝑎 − 𝑏  𝑎 − 𝑐 

𝑎 𝑎2 + 𝑏𝑐 
+

 𝑏 − 𝑐  𝑏 − 𝑎 

𝑏 𝑏2 + 𝑐𝑎 
=

 𝑏 − 𝑎 2 𝑎 + 𝑏 

𝑎𝑏 𝑎2 + 𝑏𝑐  𝑏2 + 𝑐𝑎 
 𝑎 𝑐 − 𝑏 + 𝑐𝑏 ≥ 0 

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑎 = 𝑏 ។ 
ដយូចនេះវសិមភាព(*) ពតិ យោយ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
 តាមវសិមភាព  ចាំយ េះ 𝑟 = −1 នងិ តាង 𝑥 = 𝑎 + 𝑏, 𝑦 = 𝑏 + 𝑐 នងិ 𝑧 = 𝑐 + 𝑎  យយើង
ទញបាន 

0 ≤
1

𝑥
 𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 +

1

𝑦
 𝑦 − 𝑧  𝑦 − 𝑥 +

1

𝑧
 𝑧 − 𝑥  𝑧 − 𝑦 

=
 𝑎 − 𝑐  𝑏 − 𝑐 

𝑎 + 𝑏
+

 𝑏 − 𝑎  𝑐 − 𝑎 

𝑏 + 𝑐
+

 𝑐 − 𝑏  𝑎 − 𝑏 

𝑐 + 𝑎
 

=
𝑐2 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
− 𝑐 +

𝑎2 + 𝑏𝑐

𝑏 + 𝑐
− 𝑎 +

𝑏2 + 𝑐𝑎

𝑐 + 𝑎
− 𝑏 

⟹  
𝑐2 + 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
+

𝑎2 + 𝑏𝑐

𝑏 + 𝑐
+

𝑏2 + 𝑐𝑎

𝑐 + 𝑎
≥ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 

អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  យពល 𝑥 = 𝑦 = 𝑧  រ ឺ𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 

289.   យយើងោចសនមតថា 𝑎1 ≥ 𝑎2; 𝑏1 ≥ 𝑏2; 𝑎1 ≥ 𝑏1 យោយមិនយធេើយោយបាត់បង់លកខណៈទូ
យៅយទ។ យបើ 𝑥 រ ឺ𝑦 យសមើសូនែ យ េះវសិមភាពពតិ។ ដយូចនេះ សនមតថា 𝑥 នងិ 𝑦 មិនសូនែទាំងពរី។ ប ទ ប់
មកយទៀត វសិមភាពសីុយមទ្ទយីធៀបនងឹ 𝑥, 𝑦 ដយូចនេះ សនមតថា 𝑥 ≥ 𝑦 ។យោយ 𝑎1 + 𝑎2 = 𝑏1 + 𝑏2 យ េះ 

𝑎1 − 𝑎2 =  𝑏1 − 𝑎2 +  𝑏2 − 𝑎2  
⟹ 𝑥𝑎1𝑦𝑎2 + 𝑥𝑎2𝑦𝑎1 − 𝑥𝑏1𝑦𝑏2 − 𝑥𝑏2𝑦𝑏1

= 𝑥𝑎2𝑦𝑎2 𝑥𝑎1−𝑎2 + 𝑦𝑎1−𝑎2 − 𝑥𝑏1−𝑎2𝑦𝑏2−𝑎2 − 𝑥𝑏2−𝑎2𝑦𝑏1−𝑎2  

= 𝑥𝑎2𝑦𝑎2 𝑥𝑏1−𝑎2 − 𝑦𝑏1−𝑎2  𝑥𝑏2−𝑎2 − 𝑦𝑏2−𝑎2  

= 𝑥𝑎2𝑦𝑎2 𝑥𝑎1−𝑏2 − 𝑦𝑎1−𝑏2  𝑥𝑎1−𝑏1 − 𝑦𝑎1−𝑏1  

= 𝑥𝑎2𝑦𝑎2𝑦𝑎1−𝑎2    
𝑥

𝑦
 
𝑎1−𝑏2

− 1   
𝑥

𝑦
 

𝑎1−𝑏1

− 1 ≥ 0 

ពតិ។ 
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 ក) ករណី 𝑏1 ≥ 𝑎2  
យោយ 𝑎1 ≥ 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1  នងិ 𝑎1 ≥ 𝑏1 យ េះ 𝑎1 ≥ max 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 , 𝑏1  ⟹ max(𝑎1 , 𝑎2) =

𝑎1 ≥ max 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏, 𝑏1  ។ យយើងមាន 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 ≥ 𝑏2 ≥ 𝑏3  នងិ 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 ≥ 𝑏1 +

𝑎3 − 𝑏1 = 𝑎3 ។ 
⟹ max 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 , 𝑎3 ≥ max 𝑏2 , 𝑏3  

តាមសាំនរួទ១ី យយើងទញបាន 
 𝑥𝑎1𝑦𝑎2𝑧𝑎3

sym

=  𝑧𝑎3 𝑥𝑎1𝑦𝑎2 + 𝑥𝑎2𝑦𝑎1 

cyclic

 

≥  𝑧𝑎3 𝑥𝑎1+𝑎2−𝑏1𝑦𝑏1 + 𝑥𝑏1𝑦𝑎1+𝑎2−𝑏1 

cyclic

 

=  𝑥𝑏1𝑦𝑎1+𝑎2−𝑏1𝑧𝑎3

sym

 

=  𝑥𝑏1 𝑦𝑎1+𝑎2−𝑏1𝑧𝑎3 + 𝑦𝑎3𝑧𝑎1+𝑎2−𝑏1 

cyclic

 

≥  𝑥𝑏1 𝑦𝑏2𝑧𝑏3 + 𝑦𝑏3𝑧𝑏2 

cyclic

 

=  𝑥𝑏1𝑦𝑏2𝑧𝑏3

sym

 

ខ) ករណី 𝑏1 ≤ 𝑎2  
យោយ 3𝑏1 ≥ 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 ≥ 𝑏1 + 𝑎2 + 𝑎3 យ េះ 

𝑏1 ≥ 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1 
𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ 𝑏1 ≥ 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1 

ដយូចនេះ 
max 𝑎2 , 𝑎3 ≥ max 𝑏1 , 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1  
max 𝑎1 , 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1 ≥ max 𝑏2 , 𝑏3  

តាមសាំនរួទ១ី យយើងទញបាន 
 𝑥𝑎1𝑦𝑎2𝑧𝑎3

sym

=  𝑥𝑎1 𝑦𝑎2𝑧𝑎3 + 𝑦𝑎3𝑧𝑎2 

cyclic

 

≥  𝑥𝑎1 𝑦𝑏1𝑧𝑎2+𝑎3−𝑏1 + 𝑦𝑎2+𝑎3−𝑏1𝑧𝑏1 

cyclic

 

=  𝑦𝑏1 𝑥𝑎1𝑧𝑎2+𝑎3−𝑏1 + 𝑥𝑎2+𝑎3−𝑏1𝑧𝑎1 

cyclic

 

≥  𝑦𝑏1 𝑥𝑏2𝑧𝑏3 + 𝑥𝑏3𝑧𝑏2 

cyclic
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=  𝑥𝑏1𝑦𝑏2𝑧𝑏3

sym

 

សមភាពយកើតមាន ទល់ដត នងិ មានដត 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ។ 
290.  វសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 

1

𝑎 + 𝑏 +  𝑎𝑏𝑐 
1
3

+
1

𝑏 + 𝑐 +  𝑎𝑏𝑐 
1
3

+
1

𝑐 + 𝑎 +  𝑎𝑏𝑐 
1
3

≤
1

 𝑎𝑏𝑐 
1
3

 

តាង 𝑎 = 𝑥3 , 𝑏 = 𝑦3 , 𝑐 = 𝑧3  ដដល 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ។ វសិមភាពយៅជា 
1

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧
+

1

𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧
+

1

𝑧3 + 𝑥3 + 𝑥𝑦𝑧
≤

1

𝑥𝑦𝑧
 

⟺ 𝑥𝑦𝑧   𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧  𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧 

cyclic

≤  𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧  𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧  𝑧3 + 𝑥3 + 𝑥𝑦𝑧  

⟺   𝑥6𝑦3

sym

≥  𝑥5𝑦2𝑧2

sym

 

ពតិតាមវសិមភាព  យទ្ េះសេុីត (6,3,0) លប់យលើសេុីត  5,2,2  ។ 
291.  យយើងមាន 

 𝑎3

sym

= 6 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 𝑑3  

 𝑎𝑏 𝑐𝑑

sym

= 4 𝑎𝑏 𝑐𝑑 + 𝑎𝑐 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑 𝑏𝑐 + 𝑏𝑐 𝑑𝑎 + 𝑏𝑑 𝑐𝑎 + 𝑐𝑑 𝑎𝑏  

ដយូចនេះវសិមភាព សមមូលនងឹ 
 𝑎3

sym

≥  𝑎𝑏 𝑐𝑑

sym

   ⟺  𝑎3𝑏0𝑐0𝑑0

sym

≥  𝑎1𝑏1𝑐
1
2𝑑

1
2

sym

    

ពតិ តាមវសិមភាព  យទ្ េះ  3,0,0,0  លប់យលើ  1,1,
1

2
,

1

2
  ។ 

292.  វសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 
4  𝑥5𝑦

sym

+ 2  𝑥4𝑦𝑧

cyclic

+ 6𝑥2𝑦2𝑧2 −  𝑥4𝑦2

sym

− 6  𝑥3𝑦3

cyclic

− 2  𝑥3𝑦2𝑧

sym

≥ 0 

⟺   𝑥5𝑦

sym

−  𝑥4𝑦2

sym

 + 3   𝑥5𝑦

sym

−  𝑥3𝑦3

sym

 + 2𝑥𝑦𝑧  3𝑥𝑦𝑧 +  𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

 

≥ 0 
តាមវសិមភាព   
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 𝑥5𝑦

sym

−  𝑥4𝑦2

sym

≥ 0 

 𝑥5𝑦

sym

−  𝑥3𝑦3

sym

≥ 0 

តាមវសិមភាព  ចាំយ េះ 𝑟 = 1 
 𝑥 𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 

cyclic

≥ 0   

⟺   𝑥 𝑥2 − 𝑥𝑧 − 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 

cyclic

≥ 0   

⟺    x3 − x2z − x2y + xyz 

cyclic

≥ 0  

⟺   𝑥3

cyclic

−   𝑥2𝑧 + 𝑥2𝑦 

cyclic

+  𝑥𝑦𝑧

cyclic

≥ 0  

⟺   𝑥3

cyclic

−  𝑥2𝑦

sym

+ 3xyz ≥ 0  

ដយូចនេះវសិមភាពពតិ យទ្ េះអងគខាងយឆេងជាផលបូកននតមិួនអវជិ ាមាន។ 

293.  យោយ 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 1 យយើងបាំដលងវសិមភាពយោយយៅជាអូម៉ាូដសន 
1

𝑥 + 𝑦
+

1

𝑦 + 𝑧
+

1

𝑧 + 𝑥
≥

5

2
   

⟺  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  
1

𝑥 + 𝑦
+

1

𝑦 + 𝑧
+

1

𝑧 + 𝑥
 

2

≥  
5

2
 

2

 

⟺ 4  𝑥5𝑦

sym

+  𝑥4𝑦𝑧

sym

+ 14  𝑥3𝑦2𝑧

sym

+ 38𝑥2𝑦2𝑧2 ≥  𝑥4𝑦2

sym

+ 3  𝑥3𝑦3

sym

 

⟺   𝑥5𝑦

sym

−  𝑥4𝑦2

sym

 + 3   𝑥5𝑦

sym

−  𝑥3𝑦3

sym

 + 𝑥𝑦𝑧   𝑥3

sym

+ 14  𝑥2𝑦

sym

+ 38𝑥𝑦𝑧 

≥ 0 
តាមវសិមភាព  វសិមភាពខាងយលើពតិ។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑥 = 𝑦, 𝑧 = 0 រ ឺ
𝑦 = 𝑧, 𝑥 = 0  រ ឺ𝑧 = 𝑥, 𝑦 = 0 ។ ដតយោយ  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 1 យ េះ វាយសមើគ្នន យពល   𝑥, 𝑦, 𝑧 =

  1,1,0 ;  1,0,1 ,  0,1,1   ។ 

294.  យយើងមាន 
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 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2  𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2  𝑐2 + 𝑐𝑎 + 𝑎2 

=   
1

2
𝑎3𝑏3 +

1

2
𝑎2𝑏2𝑐2 +

1

2
𝑎4𝑏𝑐 + 2𝑎3𝑏2𝑐 + 𝑎4𝑏2 

sym

 

យហើយ 
 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 3 =   

1

2
𝑎3𝑏3 + 𝑎2𝑏2𝑐2 + 3𝑎3𝑏2𝑐 

sym

 

ដយូចនេះ 
 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2  𝑏2 + 𝑏𝑐 + 𝑐2  𝑐2 + 𝑐𝑎 + 𝑎2 −  𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 3

=   
1

2
𝑎4𝑏𝑐 + 𝑎4𝑏2 −

1

2
𝑎2𝑏2𝑐2 − 𝑎3𝑏2𝑐 

sym

 

ដតថា សេុីត  4,2,0  នងិ  4,1,1  លប់សេុីត 2,2,2  នងិ  3,2,1  ។ ដយូចនេះតាមវសិមភាព

  
1

2
𝑎4𝑏𝑐 + 𝑎4𝑏2 −

1

2
𝑎2𝑏2𝑐2 − 𝑎3𝑏2𝑐 ≥ 0

sym

 

295. យយើងមាន 
 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥   𝑥 + 𝑦 2 𝑦 + 𝑧 2 +  𝑦 + 𝑧 2 𝑧 + 𝑥 2 +  𝑧 + 𝑥 2 𝑥 + 𝑦 2 

=   𝑥5𝑦 + 2𝑥4𝑦2 +
5

2
𝑥4𝑦𝑧 +

3

2
𝑥3𝑦3 + 13𝑥3𝑦2𝑧 + 4𝑥2𝑦2𝑧2 

sym

 

នងិ 
 𝑥 + 𝑦 2 𝑦 + 𝑧 2 𝑧 + 𝑥 2 =   𝑥4𝑦2 + 𝑥4𝑦𝑧 + 𝑥3𝑦3 + 6𝑥3𝑦2𝑧 +

5

3
𝑥2𝑦2𝑧2 

sym

 

វសិមភាពដដលយោយសមមូលនងឹ 
  4𝑥5𝑦 + 𝑥4𝑦𝑧 + 𝑥2𝑦2𝑧2 − 𝑥4𝑦2 − 3𝑥3𝑦3 − 2𝑥3𝑦2𝑧 

sym

≥ 0   ∗  

ដតសេុីត  5,1,0  លប់យលើសេុីត  4,2,0  នងិ សេុីត  3,3,0  ដយូចនេះតាមវសិមភាព  
  4𝑥5𝑦 − 𝑥4𝑦2 − 3𝑥3𝑦3 

sym

≥ 0                                                (∗∗) 

ម៉ាយងវញិយទៀត តាមវសិមភាព  ចាំយ េះ 𝑟 = 1 យយើងមាន 

  
1

2
𝑥3 +

1

2
𝑥𝑦𝑧 − 𝑥2𝑦 

sym

≥ 0 

គណុអងគទាំងពរីនងឹ 2𝑥𝑦𝑧 វសិមភាពយនេះយៅជា 
  𝑥4𝑦𝑧 + 𝑥2𝑦2𝑧2 − 2𝑥3𝑦2𝑧 

sym

≥ 0                                     (∗∗∗) 
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បូក(**) នងិ (***) យយើងទញបាន (*)ពតិ។ សមភាពយកើតមានយពល 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ។ 

296. យយើងមាន 
 𝑏 + 𝑐 − 𝑎 2  𝑐 + 𝑎 2 + 𝑏2   𝑎 + 𝑏 2 + 𝑐2 +  𝑐 + 𝑎 − 𝑏 2  𝑏 + 𝑐 + 𝑎2   𝑎 + 𝑏 2 + 𝑐2 

+  𝑎 + 𝑏 − 𝑐 2  𝑏 + 𝑐 2 + 𝑎2   𝑐 + 𝑎 2 + 𝑏2 

=   
3

2
𝑎6 + 2𝑎5𝑏 + 𝑎4𝑏2 + 3𝑎4𝑏𝑐 + 2𝑎3𝑏3 + 3𝑎2𝑏2𝑐2 

sym

 

  𝑏 + 𝑐 2 + 𝑎2   𝑐 + 𝑎 2 + 𝑏2   𝑎 + 𝑏 2 + 𝑐2 

=   
1

2
𝑎6 + 2𝑎5𝑏 + 3𝑎4𝑏2 + 3𝑎4𝑏𝑐 + 2𝑎3𝑏3 + 8𝑎3𝑏2𝑐 +

7

3
𝑎2𝑏2𝑐2 

sym

 

វសិមភាពសមមូលនងឹ 
  3𝑎6 + 2𝑎5𝑏 − 2𝑎4𝑏2 + 3𝑎4𝑏𝑐 + 2𝑎3𝑏3 − 12𝑎3𝑏2𝑐 + 4𝑎2𝑏2𝑐2 

sym

≥ 0      (1) 

ដតតាមវសិមភាព  

  
1

2
𝑎3 +

1

2
𝑎𝑏𝑐 − 𝑎2𝑏 

sym

≥ 0                                                           (2) 

យោយគណុអងគនមួិយៗនន  នងឹ 4𝑎𝑏𝑐 យយើងទញបាន 
  4𝑎4𝑏𝑐 − 8𝑎3𝑏2𝑎 + 4𝑎2𝑏2𝑐2 

sym

≥ 0                                           (3) 

ដយូចនេះយយើងទ្តវូបង្ហា ញថា 
  3𝑎6 + 2𝑎5𝑏 − 2𝑎4𝑏2 − 𝑎4𝑏2 + 2𝑎3𝑏3 − 4𝑎3𝑏2𝑐 

sym

≥ 0      (4) 

ដតសេុីត  6,0,0  លប់យលើសេុីត  4,1,1  នងិ សេុីត  3,2,1  ដយូចនេះ 
  3𝑎6 − 𝑎4𝑏𝑐 − 2𝑎3𝑏2𝑐 

sym

≥ 0                                                      (5) 

ប ទ ប់មកយទៀតសេុីត  5,1,0  លប់យលើសេុីត  4,2,0  ដយូចនេះ 
  2𝑎5𝑏 − 2𝑎4𝑏2 

sym

≥ 0                                                                    6  

យហើយជាចុងយទ្ោយ សេុីត 3,3,0  លប់យលើសេុីត  3,2,1  ដយូចនេះ 
  2𝑎3𝑏3 − 2𝑎3𝑏2𝑐 

sym

≥ 0                                                                 7  

យោយបូក ,  នងិ  យយើងទញបាន ។ អងគទាំងពរីយសមើគ្នន  ទល់ដត 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 ។ 
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VI. វសិមីការ 

297.  −3; 2 ∪  4; ∞ . 298.  −∞; −2 ∪  −1 . 299. 1

2
; ∞ . 300. −∞; −1 ∪  2; ∞ . 

301. −5; −1 . 302. −∞; − 3 ∪  −
1

 3
;

1

 3
 ∪   3; ∞ . 303. 2 − 4/ 3; 1 ∪

 3; 2 + 4/ 3 . 304. −∞; ∞ . 305. − 3+ 33

2
;
−3+ 33

2
 .  

306. −1 +  3 −  3 + 2 3; 1 +  3 +  3 + 2 3  . វសិមីោរយនេះសមមូលនងឹ 
𝑝 𝑥 = 𝑥4 − 4𝑥3 − 6𝑥2 − 4𝑥 + 1 < 0 ។ យយើងកាំនត់ 𝑥 ដដល 𝑝 𝑥 = 0 ។ យោយ 𝑥 = 0 មិន
ដមនជារសឺននពហុធាយនេះ ដយូចនេះយយើងដចក𝑝 𝑥 = 0 នងឹ 𝑥 យយើងទញបាន 𝑥2 + 1 𝑥2 −

4 𝑥 + 1/𝑥 − 6 = 0 ។ តាង 𝑦 = 𝑥 + 1 𝑥  យយើងទញបាន 𝑦2 − 4𝑦 − 8 = 0 ។ ដយូចនេះ 
𝑦1 = 2 1 +  3  នងិ 𝑦1 = 2 1 −  3 ។ ដយូចនេះពហុធា𝑝 𝑥  ោចសរយសរជា 𝑝 𝑥 =

  𝑥2 − 2 1 +  3 𝑥 + 1   𝑥2 − 2 1 −  3 𝑥 + 1 ។ យោយ 𝑥2 − 2 1 −  3 𝑥 + 1 > 0 ចាំយ េះ
ទ្គប់ 𝑥 ∈ ℝ ដយូចនេះវសិមីោរសមមូលនងឹ 𝑥2 − 2 1 +  3 𝑥 + 1 < 0។ 
. 307.  −1 −  3;

3− 17

2
 ∪   3 − 1;

3+ 17

2
 . តាង 𝑦 = 𝑥 − 2/𝑥. 308. −2; 0 ∪

 2; ∞ . 309. −1; 2 . 310. −∞; −1 ∪  0; 1/2 ∪  1; 2 . 311. −1; 5/8 ∪  2; 7/3 ∪

 3; ∞ . 312.  −2; −1 ∪  0; 1 ∪  2; ∞ . 313. −7; − 37 ∪  −5; 0 ∪  5;  37 ∪

 7; ∞ .  
314.  −1; 0 . 315.  −∞; −2 ∪  −1; 1 ∪  2; 3 ∪  4; 6 ∪  7; ∞ . 316.  −∞; 1 ∪

 3/2; 5/2 ∪  7/2; 4 . 317. −1/2; 1 . 318. −2; 1 . 319. 0; 1/3 ∪  0; ∞ . 
320. − 1+ 5

2
; −1 ∪  

1− 5

2
; 0 ∪  

−1+ 5

2
; 1 ∪  

1+ 5

2
; ∞ . 321. −∞; −6 ∪

 
6−6 26

5
; −4 ∪  −4; 0 ∪  6;

6+6 26

5
 . 322. 0;  2 . 323. −1 − 2 2; −3 ∪  1; 3 . 

324. −1 ∪  2; ∞ . 325. 0,5; 2 . 326. − 3; 0 ∪  0; 2 . 327. −0,5; ∞  ចំយ ោះ 

𝑎 ∈  1; ∞ ;  −0,5; −0,5  1 −
1

 1−𝑎 2
   ចំយ ោះ 𝑎 ∈  −∞; 1  . 328. 1; 3 . 329. −2; ∞  

ចំយ ោះ 𝑎 ∈  −2; ∞ ; ∅ ចំយ ោះ 𝑎 ∈  −∞; −2 . 330. − 5

8
; 2,4 . 331.  5−1

2
; 1 . 

332. 3; 4,8 . 333. 1; 2/ 3 . 334.  13−5

2
; 1 . 335. 3; 12 . 336. −2; ∞ . 



លមឹ សុវណ្ណ វចិិត្រ | VI. វសិមីការ 167 

 

337. 5− 13

6
; ∞ . 338. 8

3
; ∞ . 339. 2;

2

3
 21 . 340. 3/2; 2 ∪ (2; 26). 341. −2; 1 ∪

(1; ∞). 342. 0; 1/2 . 343. 1

2
; ∞ .  

344. −4; 0 ∪  4; 6 . លកខខណឌ របស់វសិមីោរ 24 + 2𝑥 − 𝑥2 ≥ 0 នងិ 𝑥 ≠ 0  ាំ
យោយយយើងទញបានចយ ា េះពរី  −4; 0  នងិ  0; 6 ។ យយើងយឃើញថា 𝑥 ∈  −4; 0  ជាចាំយលើយរបស់
វសិមីោរ យទ្ េះអងគខាងយឆេងអវជិ ាមាន ដដលតចូជាង១ជានចិច។ ចាំយ េះចយ ា េះទពីរី យយើងទញបាន  
 24 + 2𝑥 − 𝑥2 < 𝑥។ .  
345. −1; −

3

4
 . តាង 𝑦 =  𝑥 + 1 +  𝑥 + 3 ។ យយើងទញបាន 𝑦2 − 3𝑦 + 2 < 0។ ដយូចនេះ 

1 < 𝑦 < 2 សមមូលនងឹ 

 
 𝑥 + 1 +  𝑥 + 3 > 1

 𝑥 + 1 +  𝑥 + 3 < 2
𝑥 ≥ −1

  

យយើងពនិតិែវសិមីោរទមួីយ។ វាសមមូលនងឹ 2 𝑥2 + 4𝑥 + 3 > −3 − 2𝑥 ។ អងគខាងាត ាំ
អវជិ ាមានយបើ 𝑥 ≥ −1 ។ ដយូចនេះ 𝑥 ∈  −1;∞  ជាចាំយលើយរបស់វសិមីោរ។ យលើកអងគទាំងពរីនន
វសិមីោរទពីរីជាោយរ សាំ រលួរចួយហើយ យយើងទញបាន  𝑥2 + 4𝑥 + 3 < −𝑥 ។ វសិមីោរយនេះមាន
ចាំយលើយទល់ដត −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 (យោយគតិលកខខណឌ វសិមីោរទមួីយចូល)។ យលើអងគទាំងពរីជាោយរ 
យយើងទញបាន 4𝑥 + 3 < 0។.  

346. យយើងមាន 
 𝑃 𝑥 =  𝑥 − 1 𝑥 𝑥4 𝑥2 + 𝑥 + 1 + 1 + 1  (1) 
រ ឺ 𝑃 𝑥 =  1 − 𝑥 + 𝑥2 1 − 𝑥3 + 𝑥8   (2) 
តាម(១) យយើងមាន 𝑃 𝑥 > 0 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑥 ∈  −∞; 0 ∪  1;∞  យហើយតាម(២) យយើងមាន 𝑃 𝑥  
ចាំយ េះទ្គប់ 𝑥 ∈  0; 1  ។ ដយូចនេះ 𝑃 𝑥 > 0 ចាំយ េះទ្គប់ 𝑥 ∈ ℝ ។  

347. អនគុមន ៍𝑓 𝑥 = 𝑃 𝑥 𝑄 𝑥   កាំនត់ចាំយ េះទ្គប់ 𝑥 យលើកដលងដតចាំចាំនចុ 𝑥𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≤ 𝑛 
ដដលជាចាំនចុសូនែរបស់ពហុធា 𝑄 𝑥  ។ សនមតថា 𝑥0 ជាចាំយលើយមួយរបស់វសិមីោរ 𝑓 𝑥 > 0 ។ 
ដយូចនេះ 𝑃 𝑥0  នងិ 𝑄(𝑥0) មានសញ្ជា ដចូគ្នន  ដយូចនេះ 𝜙 𝑥0 = 𝑃 𝑥0 𝑄 𝑥0 > 0 មាននយ័ថា 𝑥0 កជ៏ា
រសឺនន𝜙 𝑥 = 𝑃 𝑥 𝑄 𝑥 > 0 ។ ចាំយ េះ 𝑥 = 𝑥𝑘  យយើងមាន 𝜙 𝑥𝑘 = 0។ ដយូចនេះ 𝑥𝑘  មិនដមនជារសឺ
នន 𝜙 𝑥  យទ។ ដយូចនេះរសឺទាំងអស់របស់ 𝑓 𝑥 > 0  កជ៏ារសឺរបស់ 𝜙 𝑥 > 0  ដដរ ។ យយើងទ្ាយ
បញ្ជា ក់ដចូគ្នន ថា រសឺរបស់ 𝜙 𝑥 > 0  កជ៏ារសឺរបស់𝑓 𝑥 > 0 ដដរ។ យបើ𝑃 𝑥  នងិ 𝑄 𝑥  មានតាំនល
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មានសញ្ជា យផេងគ្នន  ចាំយ េះតាំនល𝑥 សថិតកនងុដដនកាំនត់របស់𝑓 𝑥  យ េះវសិមភាព 𝑓 𝑥 > 0 នងិ 
𝜙 𝑥 > 0 គ្នម នរសឺ។ ដយូចនេះវសិមីោរទាំងពរីសមមូលគ្នន ។. 

348. 𝑎 < 0.  
349.  – 1

2
;

45

8
 ∖  0  អងគខាងយឆេងកាំនត់យបើ 𝑥 ≥ −

1

2
 នងិ 𝑥 ≠ 0 ។ យយើងមាន 4𝑥2

 1− 1+2𝑥 
2 =

 1 +  1 + 2𝑥 
2។ យោយអនគុមន ៍𝑓 𝑥 =  1 +  1 + 2𝑥 

2
− 2𝑥 − 9 = 2 1 + 2𝑥 − 7 យកើន 

យហើយយោយ 𝑓 45/8 = 0 យ េះ វសិមីោរមានរសឺ − 1

2
≤ 𝑥 < 45/8 នងិ 𝑥 ≠ 0 ។ 

350.  – 1; 1 −
 31 

8
  . យយើងមាន 𝑓 𝑥 =  3 − 𝑥 −  𝑥 + 1 មាននយ័ចាំយ េះ −1 ≤ 𝑥 ≤ 3 

យហើយជាអនគុមនថ៍យ យហើយជាប់យៅយលើចយ ា េះយនេះ។ យយើងមាន 𝑓 −1 = 2 >
1

2
 នងិ 

𝑓  1 −
 31 

8
 =

1

2
 ។ ដយូចនេះវសិមីោរយផទៀងផ្ទទ ត់ចាំយ េះ −1 ≤ 𝑥 < 1 −

 31 

8
 ។ 

351.  លកខខណឌ  
 

2𝑥 + 4 ≥
2 − 𝑥 ≥ 0

      ⟺     −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 
យោយអងគទាំងពរីននវសិមីោរវជិ ាមាន យ េះយលើកអងគទាំងពរីននវសិមីោរជាោយរ យយើងទញបាន 

9𝑥2 + 16 ≥ 4 2𝑥 + 4 + 16 2 − 𝑥 + 16  2𝑥 + 4  2 − 𝑥  

9𝑥2 + 16 ≥ −8𝑥 + 48 + 16 −2𝑥2 + 8 

9𝑥2 + 8𝑥 − 32 − 8 −8𝑥2 + 32 ≥ 0                  (1) 
តាង 𝑡 =  −8𝑥2 + 32 ≥ 0; 𝑡2 = −8𝑥2 + 32 ។ វសិមីោរសមមូលនងឹ 

−𝑡2 − 8𝑡 + 𝑥2 + 8𝑥 ≥ 0                           (2)  
យយើងមាន 𝑔 𝑡 = −𝑡2 − 8𝑡 + 𝑥2 + 8𝑥 មាន Δ = 16 +  𝑥2 + 8𝑥 =  𝑥 + 4 2 ។ ដយូចនេះ 𝑔 𝑡  
មានរសឺ 

𝑡1 = 𝑥; 𝑡2 = −𝑥 − 8 
វសិមីោរ(២) សមមូលនងឹ min 𝑡1; 𝑡2 ≤ 𝑡 ≤ max 𝑡1; 𝑡2  ។ យយើងមាន 𝑡1 − 𝑡2 = 2𝑥 + 8 យោយ 
−2 ≤ 𝑥 ≤ 2 យ េះ 2𝑥 + 8 > 0 ។ ដយូចនេះ  

−𝑥 − 8 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥   ⟺ 𝑡 ≤ 𝑥 

 −8𝑥2 + 32 ≤ 𝑥  ⟹  
𝑥 ≥ 0

𝑥2 ≥
32

9

  

⟹    
4 2

3
≤ 𝑥 ≤ 2 
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VII. ត្រព័នធវសិមីការ 

352.  0; 2  ចាំយលើយរបស់ទ្បពន័ ធសថិតយៅកនងុនផទឆតូ។ យយើងសង់ប ទ ត់ 2𝑥 + 3𝑦 = 0។ យយើងចង់
បានតាំនលធាំបាំផតុនន 𝑧 = 2𝑥 + 3𝑦 ។ ចាំយ េះតាំនលយផេងគ្នន នន z យយើងគសូបានប ទ ត់ស្សបនងឹប ទ ត់
2𝑥 + 3𝑦 = 0។ យៅយពលដដល 𝑧 ោន់ដតធាំយៅៗ ប ទ ត់ទ្តវូនងឹតាំនល𝑧 ទាំងយ េះឃ្លា តោន់ដតឆ្លា យព ី
គល់តាំរយុ។ ដយូចនេះ z ធាំបាំផតុដដលយផទៀងផ្ទទ ត់ទ្បពន័ ធជាតាំនល 𝑧 យៅយពលដដលប ទ ត់ 𝑧 = 2𝑥 + 3𝑦 
ោត់តាមA។  

 
353.   3; 1  . 354. 𝑎 = −1. ចាំនចុចង់បានគ ឺ 0; −1 ។ 355.   3;

7

2
 ;  −3; −

7

2
  . 356.{1}. 

357.  សមីោរទ៣ី  ាំយោយ 4 ≤ 𝑥 ≤ 7 ។ តាង 𝑢 = 𝑦 + 𝑧; 𝑣 = 𝑦𝑧 ។ សមីោរ(១)នងិ(២) យៅ
ជា 

 
𝑥3 + 𝑥2 13 − 𝑢 + 𝑥 2𝑢 − 2𝑣 − 26 + 5𝑣 − 7𝑢 + 30 = 0

𝑥3 + 𝑥2 17 − 𝑢 − 𝑥 2𝑢 + 2𝑣 − 26 − 3𝑣 + 𝑢 − 2 = 0
   

 
𝑢 −𝑥2 + 2𝑥 − 7 + 𝑣 −2𝑥 + 5 + 𝑥3 + 13𝑥2 − 26𝑥 + 30 = 0    (4)

𝑢 −𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑣 −2𝑥 − 3 + 𝑥3 + 17𝑥2 + 26𝑥 − 2 = 0      (5)
     

យកសមីោរទ(ី៤)ដកទ(ី៥) យយើងទញបាន 
𝑢 4𝑥 − 8 + 8𝑣 − 4𝑥2 − 52𝑥 + 32 = 0 
⟹     𝑣 =

1

2
 𝑢 2 − 𝑥 + 𝑥2 + 13𝑥 − 8  

ជាំនសួចូលសមីោរទ(ី៤) យយើងទញបាន 
2𝑢 −𝑥2 + 2𝑥 − 7 +  −2𝑥 + 5  𝑢 2 − 𝑥 + 𝑥2 + 13𝑥 − 8 + 2𝑥3 + 26𝑥2 − 52𝑥 + 60

= 0 
⟹    𝑢 −5𝑥 − 4 + 29𝑥 + 5𝑥2 + 20 = 0 

⟹    𝑢 5𝑥 + 4 =  5𝑥 + 4  𝑥 + 5  
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យោយ 4 ≤ 𝑥 ≤ 7 យ េះ 5𝑥 + 4 ≠ 0 ដយូចនេះ 𝑢 = 𝑥 + 5 ។ យយើងទញបាន 𝑣 = 5𝑥 + 1 ។ ដយូចនេះ 
𝑦 + 𝑧 = 𝑥 + 5; 𝑦𝑧 = 5𝑥 + 1 

ដយូចនេះ 𝑦, 𝑧 ជារសឺននសមីោរ 𝑡2 −  𝑥 + 5 𝑡 + 5𝑥 + 1 = 0 ។ សមីោរយនេះមានរសឺយបើ
ឌសីទ្គសីមីណង់ 

Δ =  𝑥 − 3  𝑥 − 7 ≥ 0 
⟹ 𝑥 ≤ 3    រ ឺ       𝑥 ≥ 7   

ដត 4 ≤ 𝑥 ≤ 7 ដយូចនេះ 𝑥 = 7 ។ យយើងទញបាន 𝑦 = 𝑧 = 6 ។ 
358.  គណុវសិមីោរទមួីយនងឹ (−2) រចួបូកចូលវសិមីោរទពីរី យយើងទញបាន 

 𝑥 + 3𝑦 2 ≤ −
4

𝑎 + 1
             (1) 

ព(ី១) យយើងទញបាន − 4

𝑎+1
> 0 ⟹ 𝑎 < −1 ។ 

យយើងមាន 1−𝑎

𝑎+1
+ 1 =

2

𝑎+1
< 0 ⟹  

1−𝑎

𝑎+1
< −1 ។ ពនិតិែទ្បពន័ ធសមីោរ 

 
𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 7𝑦2 = −1      (4)

3𝑥2 + 10𝑥𝑦 − 5𝑦2 = −2   (5)
  

យោយ 1−𝑎

𝑎+1
< −1 យ េះ យបើ (4)នងិ(៥) មានរសឺ យ េះទ្បពន័ ធវសិមីោរកម៏ានរសឺដដរ។ គណុសមីោរទ៤ី

នងឹ(−2) បូកចូលសមីោរទ៥ី យយើងទញបាន 

 
𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 7𝑦2 = −1       4 

 𝑥 + 3𝑦 2 = 0    5 
  

⟺    

𝑥 = −3𝑦

𝑦2 =
1

𝑦

  

ទ្បពន័ ធយនេះមានរសឺ។ ដយូចនេះ 𝑎 < −1 ជាលកខខណឌ ចាាំបាច់នងិទ្គប់ទ្គ្នន់យដើមបយីោយទ្បពន័ ធមានរសឺ។ 
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២. អនគុមន៍

អុ៊ិចស្ប៉ូណង់ស្សែល-

លោការតី 

 

 គណ្នា 

359. 9.  360. ln 3. 361. ln 𝑎 .   362. 4 log𝑎  𝑏 .    
363. 3.  364. 2.  365. 1  366. 2.  

367. 0  𝑎 log 𝑎 𝑏 =  𝑎 log 𝑎 𝑏 
1/ log 𝑎 𝑏

= 𝑏 log 𝑏 𝑎 , ដចូ្នេះផលសងចសមើសូនយ។ 
368. 3 1 − 𝑐 − 𝑑 ; 369. 5−𝑑

2 𝑐−2𝑑+𝑐𝑑+1 
;  

370. 5𝑐 − 6𝑑 − 4 .  ច ើងមាន 0,175 =
175

1000
=

7

40
= 7/(22 . 10).។ ដចូ្នេះ log 0,175 =

log 7 − 2 log 2 − 1 ។ ច ើងមាន log 196 = log 22 . 72 = 2 log 2 + 2 log 7 = 𝑐; នងិ 
log 56 = log 23 . 7 = 3 log 2 + log 7 = 𝑑 ។ ច ើងទាញបាន log 2 =

2𝑑−𝑐

4
; log 7 =

3𝑐−2𝑑

4
 ។ 

ដចូ្នេះ log 0,175 4 = 4 log 7 − 2 log 2 − 1 = 5𝑐 − 6𝑑 − 4 .  
371. 3  តាង log2 12 = 𝑎 ច ើងមាន 1 log96 2 = log2 23 . 12 = 𝑎 + 3; log2 24 = 1 +

𝑎; log2 196 = 𝑎 + 4 នងិ 1

log 12 2
= 𝑎 ។ កចនោមដដលចោ សមមូលនងឹ  𝑎 + 1  𝑎 + 3 −

𝑎 𝑎 + 4 = 3 ។ 
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II. សមភាព 

372. 1.   ច ើងមាន 
log12 18 =

log2 18

log2 12
=

1 + 2 log2 3

2 + log2 3
 

log24 54 =
log2 54

log2 24
=

1 + 3 log2 3

3 + log2 3
 

តាង log2 3 = 𝑥 ច ើងទាញបាន 

𝑎𝑏 + 5 𝑎 − 𝑏 =
1 + 2𝑥

2 + 𝑥

1 + 3𝑥

3 + 𝑥
+ 5  

1 + 2𝑥

2 + 𝑥
−

1 + 3𝑥

3 + 𝑥
 =

6𝑥2 + 5𝑥 + 1 + 5 −𝑥2 + 1 

 𝑥 + 2  𝑥 + 3 

=
𝑥2 + 5𝑥 + 6

 𝑥 + 2  𝑥 + 3 
= 1  

 

III. សមីការ 

373.  log3/2 2 ; 2 log3/2 2 .  374.  1 −  3; 0; 2; 1 +  3 .   375.  1 −  3; 1 +  3  .  
376.  log

1 5 2−7
6 ; 0  

377.   −2; 3 . តាង 3𝑥2
= 𝑢, 3𝑥+6 = 𝑣 ។ សមីការដដលចោ មានរាង 𝑢2 − 2𝑢𝑣 + 𝑣2 = 0 រ ឺ

 𝑢 − 𝑣 2 = 0 ។ ដចូ្នេះ 3𝑥2
= 3𝑥+6 ។ ...។ 

378.   −2; 3 . តាង 2 2𝑥+1 = 𝑦, 2𝑥 = 𝑧 ច ើងទទលួបាន 𝑥2𝑦 + 𝑧 = 2𝑦 + 𝑥2𝑧/4 រ ឺ
 
𝑥2

4
− 1  2𝑦 − 𝑧 = 0 ។ ច ើងទាញបាន 𝑥1 = 2 រ ឺ2𝑦 = 𝑧 នាំចោ  𝑥4 = 4 ។ 

379.  11 .  ច ើងបាំដលងអងគខាងចវេងននសមីការ4log 64 𝑥−3 +log 2 5 = 4log 4 3 𝑥−3  2log 2 5 
2

=

52 4log 4 𝑥−3  
1/3

= 25 𝑥 − 3 1/3។ ច ើងមាន 25 𝑥 − 3 1/3 = 50, 𝑥 − 3 = 23 ,𝑥 = 11 ។  
380.  4 . 381.  −3; −1 . 382.  27 ; 383.  −1    ច ើងបរងមួសមីការចៅជារាង 
log2 3 − 𝑥  1 − 𝑥 = log2 23 នាំចោ  𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 0 នាំចោ  𝑥 = −1 ។ 
384.  4 ; 385.  8 ; 386.  2 ; 387.  3 ; 388.  3; 3 +  2 ; 389.  −11; −6 −  7;−6 +

7; −1;  
390.  3 ; 391.  −17 ; 392.  1 ; 393.  2 ; 394.   2; 6 . 
395.  −21/ log 𝑎 4𝑎4

;  21/ log 𝑎 4𝑎4
  ា្ំច េះ 𝑎 ∈  0;  1/ 2 ∪  1  2 ; 1 ∪  1;∞  ចរៅពចីនេះ

សមីការគ្មម នរសឺ។ 
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396.  3𝑎+3

7−𝑎
  ា្ំច េះ 𝑎 ∈  3;  7  ចរៅពចីនេះសមីការគ្មម នរសឺ។ 

397.  2𝑎−1

6
  ា្ំច េះ 𝑎 ∈  −∞;  −12 ∪  1 2 ;∞  ចរៅពចីនេះសមីការគ្មម នរសឺ។ 

398.  1; 60 . ា្ំច េះ 𝑥 = 1 អងគទាាំងពរីននសមីការចសមើសូនយ ដចូ្នេះ 𝑥 = 1 ជារសឺមួ ននសមីការចនេះ។ 
ឥលូវចនេះច ើងរករសឺចផេងចទៀតដដលចផេងពមួី ។ គណុអងគទាាំងពរីននសមីការនងឹ 1

log 3 𝑥 log 4 𝑥 log 5 𝑥
 

ច ើងទាញបាន 

1 =
1

log5 𝑥
+

1

log3 𝑥
+

1

log4 𝑥
= log𝑥 3 + log𝑥 4 + log𝑥 5 

⟹   log𝑥 3.4.5 = 1;   ⟹   𝑥 = 60 
399.  1; 3/8 . 400.  1

10
; 10  . 401.  1

2
; 4 . 402.  3; 39 . 403.  1/625; 5 .404.   5

5
; 5 . 

405.  10 . 
406.  −1/4 . 407.  0;

7

4
;

3+ 24

2
 . 408.  2 . 409.  1

 4
3 ; 8 . 410.  1

 2
; 1; 4 . 411.  1

8
; 1; 4 . 412. 

 
1

9
; 1; 3 . 

413.  5 . 414.  𝑎 − 1;𝑎 + 1  ា្ំច េះ 𝑎 ∈  1; 2 ∪   2; 2 ∪  2;∞ ;  3  ា្ំច េះ 𝑎 = 2 ។ 
415.  𝑎2  ា្ំច េះ 𝑎 ∈  0; 1/ 2 ∪  1/ 2; 1 ∪  1;∞  ។  

416.  25  417.  1/9   418.   1+ 5

2
     419.  2  420.  3    

421.  1/3  422.  3; 10   423.  2; 4  424.  log2
3

5
; log2

2

5
    

425.  2   426.  2   427.  0   428.  −1; 2   
429.  2   430.  – log2 3   431.  – 9

10
; 99  432.  – 1

105 ; 103   
433.  1000  434.  0   435.  1

10
; 2; 1000   436.  0,2; 6   

437.  2 .  តាង 2log
𝑥2 3𝑥−2 = 𝑢, 3log

𝑥2 3𝑥−2 = 𝑣 រ ួ្ ច ើ ច េះរា សមីការ 
3𝑢2 − 5𝑢𝑣 + 2𝑣2 = 0 ជាអនគុមនន៍ន 𝑢 រ ឺ𝑣 ។ 
438.  1

5
;∞   

439.  1/16 ∪  4;∞ . តាង  𝑥 −   𝑥 − 2 = 𝑦 សមីការដដលចោ ចៅជា log2  𝑦 + 6 =

log2  2 𝑦  រ ឺ2𝑦2 − 𝑦 − 6 = 0 ដដលមានរសឺ 𝑦1 = 2 នងិ 𝑦2 = −3/2 ។ ដចូ្នេះ  𝑥 −

  𝑥 − 2 = 𝑦1 = 2 ⟹  𝑥 − 2 =   𝑥 − 2  ⟹ 𝑥 ≥ 4 ។ ជាំនសួ  𝑥 −   𝑥 − 2 = 𝑦2 =

−
3

2
⟹ 2 𝑥 =

1

2
 ⟹ 𝑥 = 1/16 ។ 

440.  2 . ដ្កអងគទាាំងពរីននសមីការនងឹ 13𝑥  ច ើងទាញបាន  

 
5

13
 
𝑥

+  
12

13
 
𝑥

= 1 
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ច ើងមាន  5

13
 

2
+  

12

13
 

2
= 1 ។ អនគុមន ៍𝑦1 =  

5

13
 
𝑥
 នងិ 𝑦2 =  

12

13
 
𝑥
 ជាអនគុមន ៍្ ុេះ។ ដចូ្នេះ 

- ចបើ 𝑥 < 2 ចនេះ  5

13
 
𝑥

<  
5

13
 

2
;   

12

13
 
𝑥

<  
12

13
 

2
  

⟹   
5

13
 
𝑥

+  
12

13
 
𝑥

<  
5

13
 

2
+  

12

13
 

2
= 1   

- ចបើ 𝑥 > 2  ចនេះ  5

13
 
𝑥

+  
12

13
 
𝑥

>  
5

13
 

2
+  

12

13
 

2
= 1 

ដចូ្នេះសមីការមានរសឺដតមួ គត់គ ឺ𝑥 = 2 ។ 
441.  3   442.  0   443.  3   444.  15  ច ើ  
a = 3។ 

IV. ត្រព័នធសមីការ 

445.    𝑎 66/5;  𝑎 72/5   ា្ំច េះ 𝑎 ≠  −1; 0; 1  ។ 446.   1/2; 1/2    447.   9/2; 1/2   
448.   8; 1   449.   3/2; 1/2     450.    3

4
;−1 ;   3

4
; 1     451. 

  4;−1/2   
452.   0,1; 2 ;  100;−1       453.   2; 10 ;  10; 2     
454.   2; 1/6   455.   9𝑎/2;𝑎/2 ;  𝑎 2 ; 9𝑎/2   ា្ំច េះ 𝑎 ∈  0; 1 ∪  1;∞  ។ 
456.   2; 4 ;  4; 2    
457.   𝑎2;𝑎 ;  𝑎; 𝑎2   ា្ំច េះ 𝑎 ∈  0; 1 ∪ (1;∞);  

    𝑎 + 1 2;−(𝑎 + 1) ;  − 𝑎 + 1 ;  𝑎 + 1 2   ា្ំច េះ 𝑎 ∈  −∞;−2 ∪  −2;−1  ។ 
458.   3; 9 ;  9; 3   459.   3; 2    460.   −2;−2 ;  2; 2   461.   12; 4   
462.   5; 1/2   463.   64; 1/4   464.   −2; 4   

V. វសិមភាព 

465. ច ើងមាន 2300 = 8100 < 3200 = 9100 ។ 
466. ច ើងមាន 𝑛+1

𝑛
= 1 +

1

𝑛
>

𝑛+2

𝑛+1
= 1 +

1

𝑛+1
។ ា្ំច េះ 𝑛 > 1 ច ើងមាន 

log𝑛

𝑛 + 1

𝑛
> log𝑛+1

𝑛 + 1

𝑛
> log𝑛+1

𝑛 + 2

𝑛 + 1
 

⟹ log𝑛 𝑛 + 1 − log𝑛 𝑛 > log𝑛+1(𝑛 + 2) − log𝑛+1(𝑛 + 1) 
ច ើងទាញបាន log𝑛 𝑛 + 1 > log𝑛+1(𝑛 + 1) ។ 
467. ច   27 > 25 ចនេះ log8 27 = log4 9 > log9 25។ 
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468.  តាមលកខណៈសីុចមរទ ីច ើងោ្សនមតថា សេវីត  𝑥𝑖  ជាសេវីតចកើន។ ដចូ្នេះ សេវីត  ln𝑥𝑖  កជ៏ា
សេវីតចកើនដដរ។ តាមវសិមភាព  ច ើងទាញបាន 

 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

ln𝑥𝑖 ≥
1

𝑛
  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

   ln 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

   ⟹ ln   𝑥𝑖
𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 ≥
1

𝑛
  𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 ln   𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

   

⟺   𝑥𝑖
𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≥   𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

1
𝑛 

 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  

 

469.  វសិមភាពសមមូលនងឹ 
 𝑥2 + 2𝑦𝑧 ln𝑥 +  𝑦2 + 2𝑧𝑥 ln𝑦 +  𝑧2 + 2𝑥𝑦 ln 𝑧 ≥  𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  ln𝑥 + ln𝑦 + ln 𝑧  
⟺  𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 ln 𝑥 +  𝑦 − 𝑧  𝑦 − 𝑥 ln 𝑦 +  𝑧 − 𝑥  𝑧 − 𝑦 ln 𝑧 ≥ 0  
ច ើងមាន ln 𝑥 , ln 𝑦 , ln 𝑧 > 0 ចរ េះ 𝑥,𝑦, 𝑧 > 1 ។ 
វសិមភាពខាងចលើមានលកខណៈសីុចមរទ ី(ជាំនសួ 𝑥 ច   𝑦 រ ឺច   𝑧 គ្មម នអេីដរបរបួល)។ ដចូ្នេះ ច ើង
ោ្សនមតថា 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 ។ ដចូ្នេះ  𝑧 − 𝑥  𝑧 − 𝑦 ln 𝑧 ≥ 0 ។ បនា ប់មកចទៀត អនគុមន ៍ln  ជា
អនគុមនច៍កើន ចលើ ℝ+∗ ច ើងទាញបាន 

 𝑥 − 𝑦  𝑥 − 𝑧 ln𝑥 ≥  𝑦 − 𝑧  𝑥 − 𝑦 ln 𝑦 
ចរ េះ កតាា នមួិ ៗ សុទធដត វជិ ជមានរសូឺនយ ច ើ កតាា នមួិ ៗចៅអងគខាងចវេង ធាំជាងកតាា នមួិ ៗនន
អងគខាងាា ាំ។ 

VI. វសិមីការ 

470.  −∞;  −2,5 ∪  0;∞   471.  −1 −  2; −2 ∪  0; 2 − 1  
472.  −∞;  2 −  2 ∪  2 +  2;∞  473.  −∞;  −2 ∪  5/8;∞  
474.  −7;− 35 ∪  5; 35   475.  2; 7  
476.  − 5;−2 ∪  1; 5   477.  −1; 1 ∪  3;∞  
478.  1− 5

2
;

1+ 5

2
    479.  −1; 1 + 2 2  

480.  2; 7 ∪ (22; 27)   481.  2; 4  
482.  1; 11/10    483.  −1; 4  
484.  −4;−1 −  3 ∪  0; 3 − 1  485.  3; 5   486.  2; 5  
487.  −∞;−1 ∪ (2;∞)  488.  0; 10−4 ∪ [10;∞) 
489.  0;

1

2
 ∪ [ 2;∞)   490.  0; 1 ∪   3; 9  
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491.  1/16; 1/8 ∪  8; 16   492.  0; 1/ 27 ∪  
1

3
; 243 ∪  27;∞  

493.  1/16; 1/4 ∪  1/2; 2   494.  0; 1/2 ∪  32;∞  
495.  log2

 3

2
;∞    496.  −1;∞  

497.  log2
3− 5

2
; log2

3+ 5

2
   498.  −∞; 1 − log3  5

3
  

499.  −∞; 0 ∪  log2 3 ;∞   500.  0,01;∞   501.  −∞;−1 ∪  −0,1; 0  
502.  log2(5 +  33) − 1;∞  503.  −∞; 0 ∪  log6 5 ; 1  
504.  log5  2 + 1 ; log5 3   505.  −∞; 0 ∪  0;∞  
506.  2;∞     507.  28/3;∞  508.  log3

83

19
;∞  

509.  −3;− 6 ∪   6; 3   510.  −1/2; 2   
511.  −3; 1     512.  −4;

1+ 17

2
  

513.  0; 2 ∪  4;∞    514.  1000;∞  515.  0;
1

4
 ∪  4;∞  

516.  1+ 1+4𝑎2

2
;∞  ា្ំច េះ 𝑎 ∈ (1;∞);  1; 

1+ 1+4𝑎2

2
  ា្ំច េះ 𝑎 ∈ (0; 1) 

517.  0; 𝑎5 ∪  𝑎3;𝑎2 ∪ (
1

𝑎
;∞)  

518.  1/𝑎; 𝑎4  ា្ំច េះ 𝑎 ∈ (1;∞);  𝑎4; 1/𝑎  ា្ំច េះ 𝑎 ∈ (0; 1) 
519.  log𝑎 4 +  16 + 𝑎2 ; 3 log𝑎 2  ា្ំច េះ 𝑎 ∈ (0; 1);  log𝑎 4 +  16 + 𝑎2 ;∞  ា្ំច េះ 
𝑎 ∈ (1;∞) 
520.  3; 4 ∪  5;∞    521.  1; 2  
522.  0; 1/2 ∪  1; 2 ∪ (3; 6) 523.  −3;−2 ∪  −1; 0 ∪ (1; 3) 
524.  − 4

3
;−

23

22
    525.  −2;−

3

2
 ∪  −1; 3  

526.  1

5
;

1

2
     527.  −3;−1  

528.  0;
 13−3

2
 ∪  1;∞   529.  −1; 1/2 ∪  1; 2 ∪  2;

7

2
  

530.  3; 5 −  3 ∪  7;∞   531.  1; 2  
532.  0; 3 ∪  4; 6 ∪  6; 12 ∪ (14;∞) 
533.  0; 4     534.  2; 4   535.  1

2
; 4  

536.  1; 2     537.  0; 2   538.  1/ 5; 1 ∪  3;∞  
539.  −1;∞  
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VII. ត្រព័នធវសិមីការ 

540.  8   541.  4   542.  0; 1/𝑎4  ា្ំច េះ 𝑎 ∈  1;∞ ,  0; 𝑎8  
ា្ំច េះ 𝑎 ∈  0; 1  ។ 
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៣. ត្រីកោណមាត្រ 

 

 គណ្នា 

543. ក)  2 − 𝑎2;   

ខ) 1 −
 𝑎2−1 

2

2
  sin4 𝛼 + cos4 𝛼 =  sin2 𝛼 + cos2 𝛼 2 − 2 sin 𝛼 cos 𝛼 2;  𝑎2 =

 sin 𝛼 + cos 𝛼 2 = 1 + 2 sin 𝛼 cos 𝛼. 
544. ក) 𝑝2 − 2;  ខ) 𝑝3 − 3𝑝 
545. 4 3+3

10
;   

546.  3 1−𝑏2 −𝑏

2
  តាង 40° + 𝛼 = 𝛽 ។ cos 70° + 𝛼 = cos 30° + 𝛽 =

 3

2
cos 𝛽 −

1

2
sin 𝛽 ។ ដោយ 0 < 𝛼 < 45° ដ ោះ cos 𝛽 > 0 ដដូ្នោះ cos 𝛽 =  1 − 𝑏2 ។  

547. 1073/1105;   548. sin 3𝛼 = −
117

125
, cos 3𝛼 =

44

125
, tan 3𝛼 = −117/44. 

549. tan 2𝛼;  550. − tan 𝛼 ; 551. tan 2𝛼;  552. cosec 𝛼 
553. −1/2.   

cos
2𝜋

7
+ cos

4𝜋

7
+ cos

6𝜋

7
=

2 sin
𝜋
7

2 sin
𝜋
7

×  cos
2𝜋

7
+ cos

4𝜋

7
+ cos

6𝜋

7
 

=
 sin

3𝜋
7

− sin
𝜋
7
 +  sin

5𝜋
7

− sin
3𝜋
7

 +  sin 𝜋 − sin
5𝜋
7

 

2 sin
𝜋
7

=
−sin

𝜋
7

2 sin
𝜋
7

= −
1

2
 

554. 1.  បំលលងជា sin
13

14
𝜋−sin  −

𝜋

14
 

2 sin
𝜋

14

 

555.  1 3   sin 𝛼 + cos 𝛼 =
2 tan  𝛼/2 

1+tan 2 𝛼/2 
+

1−tan 2 𝛼/2 

1+tan 2 𝛼/2 
= 1,4 ។ ដដូ្នោះ 2,4 tan2 𝛼/2 −

2 tan 𝛼 2  + 0,4 = 0 ⟹ tan 𝛼/2 = 1 3 ; tan 𝛼/2 = 1 2  ។ ដយើងមាន 0 < 𝛼 2 <

𝜋 8 ; tan 𝜋 8 =  2 − 1 < 1/2 ។ 
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556.  𝜋  តាមសមមតកិមម ដយើងទាញបាន 0 < 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 <
3𝜋

2
, 0 <

𝛽+𝛾

2
<

𝜋

2
, tan

𝛽

2
tan

𝛾

2
< 1 

។ ដដូ្នោះ 

tan
𝛽 + 𝛾

2
=

tan
𝛽
2

+ tan
𝛾
2

1 − tan
𝛽
2 tan

𝛾
2

=

1
3 cot

𝛼
2 +

2

3 tan
𝛼
2

+ cot
𝛼
2

1 −
1
3 cot

𝛼
2

2

3 tan
𝛼
2

+ cot
𝛼
2

 
= cot

𝛼

2
 

⟹   tan
𝛽 + 𝛾

2
− cot

𝛼

2
= 0 

⟹   −cos
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

2
= 0 

⟹    
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

2
=

𝜋

2
 

 

557.   2− 2

2
  cos 292°30′ = sin 22°30′ =  

1−cos 45°

2
 ; 

558. 4  cosec 10° −  3 sec 10° =
2 

1

2
cos 10°−

 3

2
sin 10° 

sin 10° cos 10°
=

4 sin  30°−10° 

sin 20°
= 4 

559.  3  
2 cos 40° − cos 20°

sin 20°
=

cos 40° − 2 sin 30° sin 10°

sin 20°
=

sin 50° − sin 10°

sin 20°
=

2 cos 30° sin 20°

sin 20°
=  3 

560. 4  ដយើងមាន 

−2 2 sin 10°  2 sin 35° −
sec 5°

2
−

cos 40°

sin 5°
 

= −2 2  2 sin 35° sin 10° −

1
2

sin 10°

cos 5°
−

cos 40° sin 10°

sin 5°
 

=  −2 2 2 sin 35° sin 10° − sin 5° − 2 cos 40° cos 5°  

=  −2 2 − 2cos 45° − sin 5° + cos 25° − cos 35°  

=  −2 2 − 2 − sin 5° + 2 sin 30° × sin 5° = 4 
561. 3/4  ដយើងមាន 
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cos2 73° + cos2 47° + cos 73° cos 47°

=
1 + cos 146°

2
+

1 + cos 94°

2
+

1

2
 cos 120° + cos 26° 

=
1

2
 

3

2
+ cos 146° + cos 94° + cos 26° 

=
1

2
 

3

2
− cos 180° − 146° + 2 cos

120°

2
cos

68°

2
 

=
1

2
 

3

2
− cos 34° + cos 34° =

3

4
 

562. − 1

2
  ដយើងមាន 

 sin 6° − sin 66° +  sin 78° − sin 42° = 2 cos 60° sin 18° − 2 sin 30° cos 36°

= sin 18° − sin 54° = −
2 cos 36° sin 18°

cos 18°
cos 18° = −

2 cos 36° sin 36°

2 cos 18°

= −
sin 72°

2 cos 18°
= −

1

2
 

563. − 1  2  ;   564. 1 ; 565. 0  tan2 20° =
1−cos 40°

1+cos 40°
  

566. 1/5  ដយើងមាន 

cot2 36° cot2 72° − 1 + 1 = 1 +
cos 108° cos 36°

sin2 36° sin2 72°

= 1 −  cot 36° cot 72° 2
1

cos 36° cos 72°

= 1 − cot2 36° cot2 72°
2.2 sin 36°

sin 144°
= 1
− 4 cot2 36° . cot2 72°; ⟹ 5cot2 36° cot2 72° = 1 ⟹ cot2 36° cot2 72°

=
1

5
 

567. 433ដយើងមាន 

tan2  3
𝜋

18
 = tan2

𝜋

6
=

1

3
 

tan2  3
5𝜋

18
 = tan2

5𝜋

6
=

1

3
 

tan2  3
7𝜋

18
 = tan2

7𝜋

6
=

1

3
 

ដដូ្នោះ 𝑥1 =
𝜋

18
; 𝑥2 =

5𝜋

18
; 𝑥3 =

7𝜋

18
 ជារសឺបីននសមីការ tan2 3𝑥 =

1

3
 ។ សមីការដនោះសមមូលនងឹ 

 
3 tan 𝑥 − tan3 𝑥

1 − 3 tan2 𝑥
 

2

=
1

3
      ⟺   

tan6 𝑥 − 6 tan4 𝑥 + 9 tan2 𝑥

9 tan4 𝑥 − 6 tan2 𝑥 + 1
=

1

3
 

⟺   3 tan6 𝑥 − 25 tan4 𝑥 + 33 tan2 𝑥 − 1 = 0 
តាង 𝑡 = tan2 𝑥 ≥ 0 ដ ោះ 𝑡1 = tan2 𝜋

18
;  𝑡2 = tan2 5𝜋

18
;  𝑡3 = tan2 7𝜋

18
 ជា្ំដលើយននសមីការ 

3𝑡3 − 27𝑡2 + 33𝑡 − 1 = 0 ។ តាមទ្រសឹតីបរលវែត ដយើងទាញបាន 
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𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 =
27

3
= 9; 

𝑡1𝑡2 + 𝑡2𝑡3 + 𝑡3𝑡1 =
33

3
= 11 

𝑡1𝑡2𝑡3 =
1

3
 

ដដូ្នោះ 
𝐴 = 𝑡1

3 + 𝑡2
3 + 𝑡3

3 
=  𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 3 − 3 𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3  𝑡1𝑡2 + 𝑡2𝑡3 + 𝑡3𝑡1 + 3𝑡1𝑡2𝑡3 

= 93 − 3.9.11 + 3.
1

3
= 433 

568. ដយើងមាន 

 
sin 1999𝑥 = 0

0 < 𝑥 < 𝜋
 ⟺ 𝑥 =

𝑘𝜋

1999
; 𝑘 = 1,2, … ,1998    1  

2 sin 𝑥  
1

2
+ cos 2𝑥 + cos 4𝑥 + ⋯ + cos 1998𝑥  

= sin 𝑥 + sin −𝑥 + sin 3𝑥 + sin −3𝑥 + sin 5𝑥 + ⋯ + sin −1997𝑥 + sin 1999𝑥 
= sin 1999𝑥 

⟹  
sin 1999𝑥

sin 𝑥
= 2  

1

2
+ cos 2𝑥 + cos 4𝑥 + ⋯ + cos 1998𝑥 , ∀𝑥 ∈  0, 𝜋     2  

ដយើងដងឹថា ្ំដ ោះទ្រប់្ំននួរត់វជិ្ ជមាន 𝑚 ដយើងមាន cos 𝑚𝑥 ជាពហុធាដដឺទ្ករ�ី� នន cos 𝑥 ដហើយ
លដលមានដមរណុរបស់តដួដឺទ្ករ�ី� ដសមើ 2𝑚−1 (ពហុធា )។ ដដូ្នោះ  

2  
1

2
+ cos 2𝑥 + cos 4𝑥 + ⋯ + cos 1998𝑥  

ជាពហុធាដដឺទ្ករ ី1998 នន cos 𝑥 ដហើយលដលមានដមរណុរបស់តដួដឺទ្ក1998 ដសមើ 2.21998−1 =

21998 ។          (3) 
ព(ី១)(២)នងិ(៣) ដយើងទាញបាន 

sin 1999𝑥

sin 𝑥
= 2  

1

2
+ cos 2𝑥 + cos 4𝑥 + ⋯ + cos 1998𝑥  

= 21998   cos 𝑥 − cos
𝑘𝜋

1999
 

1998

𝑘=1

 

លតដយើងមាន cos
1998𝜋

1999
= − cos

𝜋

1999
; cos

1997𝜋

1999
= − cos

2𝜋

1999
; … ;  cos

1000𝜋

1999
=

− cos
999𝜋

1999
; ដ ោះ  

sin 1999𝑥

sin 𝑥
= 21998   cos 𝑥 − cos

𝑘𝜋

1999
 

1998

𝑘=1
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= 21998   cos2 𝑥 − cos2
𝑘𝜋

1999
 

999

𝑘=1

     (4) 

កនងុ(៤) ដយើងយក 𝑥 = 𝜋/3 ដយើងទាញបាន 
sin

1999𝜋
3

sin
𝜋
3

= 21998   
1

4
− cos2

𝑘𝜋

1999
 

999

𝑘=1

 

sin  
𝜋
3 + 666𝜋 

sin
𝜋
3

= 21998   
1 − 4 cos2 𝑘𝜋

1999
22

 

999

𝑘=1

 

  1 − 4cos2
𝑘𝜋

1999
 

999

𝑘=1

= 1 

ដដូ្នោះ 𝑃 = 1 ។ 
 

II. សមភាព 

569. 570. 
571.  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = 𝜋 ⟹  𝛼 + 𝛽 = 𝜋 − 𝛾 ។  
572. 573. 574. 575. 576. 577. 578. 579. 580. 581. 582. 583. 584. 585. 586. 587. 588. 589. 
590.   
591.  ដយើងមាន 

16 sin 10° sin 30° sin 50° sin 70° = 8 cos 80° cos 40° cos 20°

= 4 cos 80° cos 40°
 2sin 20° cos 20°

sin 20°
= 2 cos 80°

2 sin 40° cos 40°

sin 20°

=
2 cos 80° sin 80°

sin 20°
=

sin 160°

sin 20°
=

sin 180° − 160° 

sin 20°
= 1  

592.  ដទ្បើរបូមនត 2 cos2 𝛼 = 1 + cos 2𝛼 , 2 sin2 𝛼 = 1 − cos 2𝛼  
593.594. 
595.  ដទ្បើរបូមនត 1 ± sin 𝛼 =  sin

𝛼

2
± cos

𝛼

2
 

2
  

596.  តាង 𝑅𝑛 =  2 +  2 + ⋯ +  2             
𝑛

 ។ ដយើងមាន 

𝑅1 =  2 = 2 cos
𝜋

22
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𝑅2 =  2 +  2 =  2 + 2 cos
𝜋

22
= 2 cos

𝜋

23
 

… 

𝑅𝑛 = 2 cos
𝜋

2𝑛+1
 

597.  ដយើងមាន 
cos 2𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1 
cos 3𝑥 = cos 2𝑥 + 𝑥 = cos 2𝑥 cos 𝑥 − sin 2𝑥 sin 𝑥 
=  2 cos2 𝑥 − 1 cos 𝑥 − 2 sin2 𝑥 cos 𝑥 
= 4 cos3 𝑥 − 3 cos 𝑥 
… 
cos 𝑛𝑥 = 𝑇𝑛 cos 𝑥  

ដយើងនងឹបង្ហា ញថា cos 𝑛 + 1 𝑥 = 𝑇𝑛+1 cos 𝑥  ។ ដយើងមាន 

cos 𝑛 + 1 𝑥 = cos 𝑛𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑛𝑥 sin 𝑥 
cos 𝑛𝑥 = cos 𝑛 − 1 𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑛 − 1 𝑥 sin 𝑥   ⟹ sin 𝑛 − 1 𝑥 sin 𝑥

= cos 𝑛𝑥 − cos 𝑛 − 1 𝑥 cos 𝑥  
sin 𝑛𝑥 = sin 𝑛 − 1 𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥 cos 𝑛 − 1 𝑥  ⟹ sin 𝑛𝑥 sin 𝑥

= sin 𝑛 − 1 𝑥 cos 𝑥 sin 𝑥 − sin 𝑥 cos 𝑛 − 1 𝑥 sin 𝑥
=  cos 𝑛𝑥 − cos 𝑛 − 1 𝑥 cos 𝑥 −  1 − cos2 𝑥 cos 𝑛 − 1 𝑥
= cos 𝑛𝑥 cos 𝑥 − cos 𝑛 − 1 𝑥 cos 𝑥 − cos 𝑛 − 1 𝑥 + cos2 𝑥 cos 𝑛 − 1 𝑥 

⟹ cos 𝑛 + 1 𝑥 =  cos2 𝑥 + 1 − cos2 𝑥 cos 𝑛 − 1 𝑥 =  1 + cos 𝑥 − cos2 𝑥 𝑇𝑛−1 cos 𝑥 
= 𝑇𝑛+1 cos 𝑥  

598.  ដយើងមាន 

 3 + 2 2 
𝑥

=   2 − 1 
𝑥

+ 3   ⟺     2 + 1 
2𝑥

=
1

  2 + 1 
𝑥 + 3    (1) 

តាង 2𝑡 =   2 + 1 
𝑥

> 0 ។ សមីការ(1) សមមូលនងឹ 

4𝑡2 =
1

2𝑡
+ 3   ⟺ 4𝑡3 − 3𝑡 =

1

2
         (2) 

អនរុមន ៍𝑓 𝑡 = 4𝑡3 − 3𝑡 −
1

2
 មាន  លសែដកាងកាត់អ័កែអាប់សីុសទ្តង់្ំនុ្ បីសថិតដៅកនងុ្ដ ល ោះ 

 −1; 1  ។ មាននយ័ថាសមីការ(២)មាន្ំដលើយ 𝑡 ∈ (−1; 1) ។ តាង 𝑡 = cos 𝛼 លដល𝛼 ∈  0; 𝜋  ។ 

 -2

-1

0

1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

y
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ដយើងទាញបាន 

4 cos3 𝛼 − 3 cos 𝛼 =
1

2
   ⟹ cos 3𝛼 =

1

2
 

⟹   𝛼 = ±
𝜋

9
+

2𝑘𝜋

3
     𝑘 ∈ ℤ  

ដោយ 𝛼 ∈  0; 𝜋  ដ ោះ  𝛼 =  
𝜋

9
;

5𝜋

9
;

7𝜋

9
  ។ ដដូ្នោះសមីការមានរសឺបីរ ឺ𝑡1 = cos

𝜋

9
;  𝑡2 =

cos
5𝜋

9
; 𝑡3 = cos

7𝜋

9
 ។ ដយើងមាន 𝑡2; 𝑡3 < 0 ។ ដដូ្នោះមានលត 𝑡1 = cos

𝜋

9
 លតមួយរត់លដល

ដផទៀងផ្ទទ ត់ 𝑡 > 0 ។មាននយ័ថា  2 + 1 
𝑥

= 2𝑡 = 2 cos
𝜋

9
  ។ 

599.  ដយើងមាន 

sin2
𝜋

7
+ sin2

2𝜋

7
+ sin2

3𝜋

7
=

1

2
 1 − cos

2𝜋

7
+ 1 − cos

4𝜋

7
+ 1 − cos

6𝜋

7
  

=
3

2
−

1

2
 cos

2𝜋

7
+ cos

4𝜋

7
+ cos

6𝜋

7
  

តាង 𝐴 = cos
2𝜋

7
+ cos

4𝜋

7
+ cos

6𝜋

7
 ដ ោះ 

2 sin
𝜋

7
. 𝐴 = 2 sin

𝜋

7
cos

2𝜋

7
+ 2 sin

𝜋

7
cos

4𝜋

7
+ 2 sin

𝜋

7
cos

6𝜋

7
 

2 sin
𝜋

7
. 𝐴 = sin

3𝜋

7
− sin

𝜋

7
+ sin

5𝜋

7
− sin

3𝜋

7
+ sin 𝜋 − sin

5𝜋

7
 

2 sin
𝜋

7
. 𝐴 = − sin

𝜋

7
   ⟹   𝐴 = −

1

2
 

⟹  sin2
𝜋

7
+ sin2

2𝜋

7
+ sin2

3𝜋

7
=

3

2
−

1

2
 −

1

2
 =

7

4
 

III. សមីោរ 

600.   𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 ± 3𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ  
601.  2  𝜋𝑛 ± 𝜋 6 ; 2𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ  
602.   𝜋𝑛 2 +  −1 𝑛 𝜋 12   𝑛 ∈ ℤ  
603.   𝜋𝑛

3
;

2𝜋𝑛

3
±

1

3
arccos

1

 2
3   𝑛 ∈ ℤ  

604.   𝜋𝑛 + 𝜋/4; 2𝜋𝑛 ± 𝜋 3   𝑛 ∈ ℤ  
605.   𝜋𝑛 +  −1 𝑛+1𝜋/6  𝑛 ∈ ℤ  
606.  2  𝜋𝑛 ± 𝜋/3  𝑛 ∈ ℤ  
607.   𝜋𝑛 +  −1 𝑛 arcsin 

2

3
   𝑛 ∈ ℤ  

608.  2  𝜋𝑛 ± 2𝜋/3  𝑛 ∈ ℤ  
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609.   𝜋 5𝑛 + 2 + 𝜋 2 ; 5𝜋𝑛  𝑛 ∈ ℤ  
610.   𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 + 𝜋/6  𝑛 ∈ ℤ  
611.   𝜋𝑛 + 𝜋/4; 𝜋𝑛 + arctan 3  𝑛 ∈ ℤ  
612.   𝜋𝑛 − arctan 1/2 ; 𝜋𝑛 + arctan 2  𝑛 ∈ ℤ  
613.   𝜋𝑛 + 𝜋/6; 𝜋𝑛 + 𝜋/3  𝑛 ∈ ℤ  
614.   𝜋𝑛 + 3𝜋/4; 𝜋𝑛 + arccot 2  𝑛 ∈ ℤ  
615.   𝜋𝑛 +  −1 𝑛+1𝜋/4; 𝜋𝑛 + arccot 2  𝑛 ∈ ℤ  
616.   𝜋𝑛 +  −1 𝑛𝜋/4  𝑛 ∈ ℤ  
617.  2  𝜋𝑛 + arctan 1/2   𝑛 ∈ ℤ  
618.   𝜋𝑛/2 + 𝜋/8  𝑛 ∈ ℤ  
619.   𝜋𝑛

2
+

 −1 𝑛

2
arcsin 2(2 −  3)  𝑛 ∈ ℤ  

620.   𝜋𝑛

2
+

 −1 𝑛

2
arcsin(1 −  3 + 2𝑎)  𝑛 ∈ ℤ  ្ំដ ោះ 𝑎 ∈  −

3

2
;

1

2
  

621.   𝜋𝑛

2
+

 −1 𝑛+1

2

𝜋

12
   𝑛 ∈ ℤ   

622.   𝜋𝑛

5
;

2𝜋𝑛

5
±

1

5
arccos

1

4
   𝑛 ∈ ℤ   

623.   𝜋𝑛 +  −1 𝑛 arcsin
 33−3

4
   𝑛 ∈ ℤ   

624.   𝜋𝑛 5 +  −1 𝑛𝜋 20 − 6/5   𝑛 ∈ ℤ   
625.   𝜋𝑛 2 + 𝜋/4   𝑛 ∈ ℤ  
626.   𝜋 2𝑛 + 1    𝑛 ∈ ℤ  
627.   𝜋𝑛 +

𝜋

2
; 2𝜋𝑛 ±

𝜋

3
; 2𝜋𝑛 ±  𝜋 − arccos 2/3     𝑛 ∈ ℤ    

628.   𝜋𝑛 − 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 ± 𝜋 3    𝑛 ∈ ℤ   
629.   2𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 ± 2 𝜋 3 ; 2𝜋𝑛 ± arccos

−1± 5

4
   𝑛 ∈ ℤ   

630.   𝜋𝑛 + arctan 5   𝑛 ∈ ℤ   
631.   𝜋𝑛 + 𝜋/4   𝑛 ∈ ℤ   
632.   𝜋𝑛 − 𝜋/4   𝑛 ∈ ℤ   
633.   2𝜋𝑛 − 𝜋 4 ;  2𝜋𝑛 + 𝜋 2   𝑛 ∈ ℤ   
634.   𝜋𝑛 + 𝜋 2 ;  𝜋𝑛 + arctan 1/4   𝑛 ∈ ℤ   
635.   𝜋𝑛 + 𝜋 4 ;  2𝜋𝑛 ± 2𝜋 3   𝑛 ∈ ℤ   
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636.   𝜋𝑛 + arctan 2  𝑛 ∈ ℤ   
637.  2  𝜋𝑛; 𝜋𝑛 + 𝜋/4  𝑛 ∈ ℤ   
638.   𝜋𝑛 − 𝜋/4; 𝜋𝑛  𝑛 ∈ ℤ   
639.   𝜋𝑛 + 𝜋/4  𝑛 ∈ ℤ   
640.   𝜋𝑛 −

𝜋

4
; 𝜋𝑛 − arctan 2  𝑛 ∈ ℤ   

641.   𝜋𝑛 + 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 − arctan 1/4   𝑛 ∈ ℤ   
642.   𝜋𝑛 +

𝜋

4
; 𝜋𝑛 + arctan 3/5   𝑛 ∈ ℤ   

643.   𝜋𝑛 + arctan 2 ; 𝜋𝑛 − arctan 3/4   𝑛 ∈ ℤ   សរដសរអងគខាងស្ត ំជា  
−2 sin2 𝑥 + cos2 𝑥  រ ួ្ ល្កអងគទាងំពរីននសមីការនងឹ cos2 𝑥 ។ 
644.   𝜋𝑛 −

𝜋

4
; 𝜋𝑛 + arctan 5  𝑛 ∈ ℤ   

645.   𝜋𝑛 − arctan  4
3

  𝑛 ∈ ℤ   
646.   𝜋𝑛 − 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 ± 𝜋/3  𝑛 ∈ ℤ   បំលលងអងគខាងស្ត ំននសមីការជា 

3 sin 𝑥  cos 𝑥 − sin 𝑥 + 3 = 3 sin 𝑥 cos 𝑥 − 3 sin2 𝑥 + 3 sin2 𝑥 + cos2 𝑥 
= 3 cos 𝑥  sin 𝑥 + cos 𝑥 = 3 cos2 𝑥  tan 𝑥 + 1  

647.   𝜋𝑛/2  𝑛 ∈ ℤ   បំលលងអងគខាងស្ត ំននសមីការជា 1 =  sin2 𝑥 + cos2 𝑥 2 = sin4 𝑥 +

2 sin2 𝑥 cos2 𝑥 + cos4 𝑥 
648.   2𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 + 𝜋/3  𝑛 ∈ ℤ  
649.   2𝜋𝑛 + 𝜋 12 ; 2𝜋𝑛 + 7𝜋/12  𝑛 ∈ ℤ  
650.   2𝜋𝑛 5 − 𝜋 5 ; 2𝜋𝑛/5 + 2𝜋/15  𝑛 ∈ ℤ  
651.   2𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 + 𝜋/2  𝑛 ∈ ℤ  
652.   2𝜋𝑛 + 5𝜋/3  𝑛 ∈ ℤ  
653.   𝜋

12
;

𝜋

12
 2𝑛 + 1 ;

𝜋

8
 1 − 2𝑛   𝑛 ∈ ℕ  

654.   𝜋𝑛 +
7𝜋

12
  𝑛 ∈ ℤ  

655.   𝜋𝑛/4  𝑛 ∈ ℤ ∖   4𝑘 + 2 𝑘 ∈ ℤ   
656.   𝜋𝑛

3
−

𝜋

12
 𝑛 ∈ ℤ ∖   1 + 3𝑚 𝑚 ∈ ℤ   

657.  ∅  
658.   𝜋𝑛 𝑛 ∈ ℤ   បំលលងសមីការជា 2 tan 3𝑥 − tan 2𝑥 = tan 2𝑥  1 + tan 3𝑥 tan 2𝑥  
(១)។ ដបើ 1 + tan 3𝑥 tan 2𝑥 = 0 ដ ោះ  
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sin 3x sin 2𝑥 + cos 3𝑥 cos 2𝑥

cos 2𝑥 cos 3𝑥
= 0 ⟹

cos 𝑥

cos 2𝑥 cos 3𝑥
= 0 ⟹

1

cos 2𝑥  4 cos2 𝑥 − 3 
= 0 

មិនមានរសឺ។ ដដូ្នោះដយើងអា្ល្កអងគទាងំពរីននសមីការ(១) នងឹ 1 + tan 3𝑥 tan 2𝑥បាន។ សមីការ
(១)ដៅជា 

2
tan 3𝑥 − tan 2𝑥

1 + tan 3𝑥 tan 2𝑥
= tan 2𝑥 

2 tan 𝑥 = tan 2𝑥 

2 tan 𝑥 =
2 tan 𝑥

1 − tan2 𝑥
 

tan 𝑥 = 0 
659.   90°𝑛 + 25° 𝑛 ∈ ℤ   
660.   2𝜋𝑛 𝑛 ∈ ℤ  
661.   2𝜋𝑛 − 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ   
662.   𝜋𝑛 ±

𝜋

6
; 𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ   

663.   2𝜋𝑛 ± 2arctan 5 𝑛 ∈ ℤ  
664.   2𝜋𝑛 ± 2arctan 3 ;  2𝜋𝑛 ± 2 arctan 3/11 𝑛 ∈ ℤ  
665.   𝜋𝑛 ±

𝜋

4
 𝑛 ∈ ℤ    

666.   𝜋𝑛 ±
𝜋

3
; 𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ  

667.   2𝜋𝑛/3 ± 2𝜋 9 ; 𝜋𝑛/3 + 𝜋/6 𝑛 ∈ ℤ  សរដសរសមីការជារាង cos 3(3𝑥) −

2 cos 2 3𝑥 = 2 
668.   𝜋𝑛; 𝜋𝑛 2 ± 𝜋/12 𝑛 ∈ ℤ   សរដសរសមីការជារាង 2cos 2(2𝑥) = 1 + cos 3 2𝑥  
669.   3𝜋𝑛 𝑛 ∈ ℤ  
670.   𝜋𝑛

2
;
𝜋𝑛

2
+  −1 𝑛+1 𝜋

12
 𝑛 ∈ ℤ  

671.   2𝜋𝑛; 4𝜋𝑛 ± 2𝜋/3 𝑛 ∈ ℤ  
672.   𝜋𝑛 +

 −1 𝑛𝜋

6
; 2𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ   ដទ្បើសមភាព 

sin  
3𝜋

4
+

𝑥

2
 = sin  𝜋 −

3𝜋

4
−

𝑥

2
 = sin  

𝜋

4
−

𝑥

2
  

sin  
𝜋

4
+

3

2
𝑥 = sin  𝜋 −

𝜋

4
−

3

2
𝑥 = sin 3  

𝜋

4
−

𝑥

2
  

673.   𝜋𝑛 − 𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ   
674.   2𝜋𝑛 ± arccos

𝑐

 𝑎2+𝑏2
+ arctan

𝑏

𝑎
 𝑛 ∈ ℤ  ្ំដ ោះ 𝑐2 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 ;  ∅  ្ំដ ោះ 𝑐2 > 𝑎2 +

𝑏2  ល្កអងគទាងំពរីននសមីការនងឹ  𝑎2 + 𝑏2 ដយើងទាញបាន 
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𝑎

 𝑎2 + 𝑏2
cos 𝑥 +

𝑏

 𝑎2 + 𝑏2
sin 𝑥 =

𝑐

 𝑎2 + 𝑏2
   (1) 

ដយើងមាន  

 
𝑎

 𝑎2 + 𝑏2
 

2

+  
𝑏

 𝑎2 + 𝑏2
 

2

= 1 
 
ដហើយ  

−1 ≤
𝑎

 𝑎2 + 𝑏2
;  

𝑏

 𝑎2 + 𝑏2
≤ 1 

តាង 𝑎  𝑎2 + 𝑏2 = cos 𝜙 ;  𝑏  𝑎2 + 𝑏2 = sin 𝜙 ។ សមីការ(១) ដៅជា 
cos 𝑥 cos 𝜙 + sin 𝑥 sin 𝜙 = cos 𝑥 − 𝜙 =

𝑐

 𝑎2 + 𝑏2
   (2) 

សមីការ(២) មានរសឺដបើ  
 𝑐 

 𝑎2 + 𝑏2
≤ 1  ⟹ 𝑐2 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 

ដយើងទាញបាន 
𝑥 − 𝜙 = 2𝜋𝑘 ± arctan 𝑐/ 𝑎2 + 𝑏2 , 𝑘 ∈ ℤ    (3) 

លដល 𝜙 = 2𝜋𝑚 + arctan
𝑏

𝑎
 , 𝑚 ∈ ℤ ។ ទ្តង់ដនោះដយើងសនមតថា 𝑎 > 0 ។ ករណី 𝑎 = 0 សមីការដៅ

ជា 𝑏 sin 𝑥 = 𝑐 ។ ករណី 𝑎 < 0 រណុសមីការនងឹ −1 ។ 
675.   𝜋𝑛 − 𝜋/8 𝑛 ∈ ℤ  
676.   𝜋𝑛;

𝜋𝑛

3
−

𝜋

6
 𝑛 ∈ ℤ  

677.   4𝜋𝑛

5
+

2𝜋

5
;

4𝜋𝑛

3
+

2𝜋

3
 𝑛 ∈ ℤ   

678.   𝜋𝑛

4
 𝑛 ∈ ℤ   

679.   𝜋𝑛

2
+

𝜋

8
; 𝜋𝑛 +

3𝜋

4
 𝑛 ∈ ℤ  

680.   𝑛;
−1± 4𝑙+3

2
 𝑛 ∈ ℤ; 𝑙 ∈ ℤ0 ; ℤ0 =  0; 1; 2; …   

681.   𝜋𝑛 + 𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ  
682.   𝜋𝑛/4 𝑛 ∈ ℤ  
683.   𝜋𝑛

6
+

𝜋

12
; 2𝜋𝑛 ±

2𝜋

3
 𝑛 ∈ ℤ  

684.   𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 ± 𝜋 6  𝑛 ∈ ℤ  
685.   𝜋𝑛 − 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ  
686.   2𝜋𝑛 3 ; 𝜋𝑛 + 𝜋 4 ; 2𝜋𝑛 − 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ  
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687.   𝜋𝑛/2 𝑛 ∈ ℤ  
688.   𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ  
689.   𝜋𝑛

6
+

𝜋

48
;
𝜋𝑛

4
+

3𝜋

32
 𝑛 ∈ ℤ  

690. ℝ ∖   𝜋𝑛 𝑛 ∈ ℤ  
691.   𝜋𝑛 5 ; 𝜋𝑛 ± 3𝜋/8 𝑛 ∈ ℤ  
692.   4𝜋𝑛 +

17

6
𝜋;

8𝜋𝑛

3
−

5

18
𝜋;

8𝜋𝑛

3
+

𝜋

6
 𝑛 ∈ ℤ  

693.   2𝜋𝑛

5
; 𝜋𝑛 +

𝜋

2
; 2𝜋𝑛 + 𝜋 𝑛 ∈ ℤ  

694.   𝜋𝑛

5
;
𝜋𝑛

3
+

𝜋

6
 𝑛 ∈ ℤ  

695.   𝜋𝑛 + 𝜋 2 ; 𝜋𝑛 6 + 𝜋 24  𝑛 ∈ ℤ  
696.   𝜋𝑛 4 + 𝜋 8 ; 𝜋𝑛 3 +  −1 𝑛+1 𝜋 18  𝑛 ∈ ℤ  
697.   𝜋𝑛 5 +  −1 𝑛+1 𝜋 30 ; 𝜋𝑛 4 + 𝜋 16 ; 𝜋𝑛 + 3𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ  
698.   𝜋𝑛 + 𝜋 2 ; 𝜋𝑛 +  −1 𝑛𝜋 6 ; 2𝜋𝑛 ± 2𝜋/3 𝑛 ∈ ℤ  
699.   𝜋𝑛/2; 2𝜋𝑛 ± 2𝜋/3 𝑛 ∈ ℤ  
700.   𝜋

7
 2𝑛 + 1  𝑛 ∈ ℤ ∖  7𝑙 − 4| 𝑙 ∈ ℤ   

701.   𝜋𝑛 𝑛 ∈ ℤ   
702.   𝜋𝑛

3
 𝑛 ∈ ℤ   

703.   𝜋𝑛

10
 𝑛 ∈ ℤ   

704.   𝜋𝑛 3 + 𝜋 6 ; 𝜋𝑛 5 + 𝜋 10  𝑛 ∈ ℤ   
705.   𝜋𝑛; 𝜋𝑛 5 + 𝜋 10  𝑛 ∈ ℤ   
706.   𝜋𝑛; 𝜋𝑛 3 + 𝜋 6  𝑛 ∈ ℤ   
707.   𝑛 − 5 12 ; 𝑛 + 1 4  𝑛 ∈ ℤ   
708.   𝜋𝑛 2 ; 𝜋𝑛 ± 𝜋 6  𝑛 ∈ ℤ   សមីការសមមូលនងឹ  1 − cos 2𝑥 + 2 sin2 2𝑥 =

 1 − cos 6𝑥 ;  ⟺ 2 sin2 2𝑥 −  cos 2𝑥 − cos 6𝑥 = 0 ⟺ 2 sin2 2𝑥 − 2 sin 2𝑥 sin 4𝑥 = 0  
709.   𝜋𝑛 2 +

𝜋

4
;
𝜋𝑛

5
+ 𝜋 10  𝑛 ∈ ℤ   

710.   𝜋𝑛 + 𝜋 2 ; 2𝜋𝑛 11 + 𝜋 11 ; 2𝜋𝑛 5  𝑛 ∈ ℤ   
711.   𝜋𝑛 ±

1

2
arccos

3

4
 𝑛 ∈ ℤ   

712.   2𝜋𝑛

7
+

𝜋

7
 𝑛 ∈ ℤ   

713.   2𝜋𝑛

7
 𝑛 ∈ ℤ ∖  7𝑘|𝑘 ∈ ℤ    
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714.   𝜋𝑛

4
+  −1 𝑛+1 𝜋

24
  𝑛 ∈ ℤ   សមីការសមមូលនងឹ sin 𝑥 cos 3𝑥  1 − cos 2𝑥 +

cos 𝑥 sin 3𝑥  1 + cos 2𝑥 = −
3

4
;  ⟺  sin 𝑥 cos 3𝑥 + cos 𝑥 sin 3𝑥 + cos 2𝑥 −

3

4
 ⟺

sin 4𝑥 +
1

2
sin 4𝑥 = −

3

4
;  ⟺ sin 4𝑥 = −

1

2
  ។ 

715.   𝜋𝑛 ±
𝜋

8
  𝑛 ∈ ℤ   

716.   𝜋𝑛

3
+  −1 𝑛 𝜋

18
  𝑛 ∈ ℤ   បំលបកអងគខាងស្ត ំននសមីការ 

1

2
sin 𝑥  2 sin  

𝜋

3
− 𝑥 sin  

𝜋

3
+ 𝑥  =

1

2
sin 𝑥  cos 2𝑥 − cos

2𝜋

3
 

=
1

4
 2 sin 𝑥 cos 2𝑥 + sin 𝑥 =

1

4
 sin 3𝑥 − sin 𝑥 + sin 𝑥 =

1

4
sin 3𝑥 

717.   2𝜋𝑛

3
±

2𝜋

9
  𝑛 ∈ ℤ   

718.   𝜋𝑛

3
−

𝜋

9
  𝑛 ∈ ℤ   

719.   𝜋𝑛; 𝜋𝑛 ± 𝜋/6  𝑛 ∈ ℤ   
720.   𝜋𝑛; 𝜋𝑛 ± 𝜋/6  𝑛 ∈ ℤ   
721.   𝜋𝑛 ±

1

2
arccos −

5

6
    𝑛 ∈ ℤ   

722.   𝜋𝑛 ±
1

2
arccos −

1

4
 ; 𝜋𝑛 ±

1

2
arccos 

1

3
    𝑛 ∈ ℤ   

723.   𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ   
724.   𝜋𝑛 ± 𝜋/8 𝑛 ∈ ℤ   
725.   𝜋𝑛 ± 𝜋/6 𝑛 ∈ ℤ   
726.   𝜋𝑛 2 + 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ   
727.   𝜋𝑛 2 + 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 ±

1

2
arccos

 5−1

2
 𝑛 ∈ ℤ   

728.   𝜋𝑛 +
𝜋

4
; 𝜋𝑛 +

 −1 𝑛

2
arcsin

 5−1

2
 𝑛 ∈ ℤ   

729.   𝜋 4𝑛+1 

2
; 𝜋 2𝑛 + 1  𝑛 ∈ ℤ    តាង sin 𝑥 − cos 𝑥 = 𝑦 ⟹ 1 − sin 2𝑥 = 𝑦2 ។ 

730.   𝜋𝑛 −
𝜋

4
;
𝜋𝑛

2
+  −1 𝑛+1 𝜋

8
 𝑛 ∈ ℤ   

731.   2𝜋𝑛 +
𝜋

4
; 2𝜋𝑛 +

11𝜋

12
; 2𝜋𝑛 −

5𝜋

12
;  𝑛 ∈ ℤ   

732.   2𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 +
𝜋

2
;  𝑛 ∈ ℤ    

733.   2𝜋𝑛 −
𝜋

2
; 𝜋𝑛 −

𝜋

4
+  −1 𝑛 arcsin 

1

 2
− 1  𝑛 ∈ ℤ    

734.    4𝜋𝑛 + 𝜋 2  2;  4𝜋𝑛 + 11𝜋 6  2 𝑛 ∈ ℤ0 ;    4𝜋𝑚 − 5𝜋 6  2 𝑚 ∈ ℕ   
735.   2𝜋𝑛 + 5𝜋/6 𝑛 ∈ ℤ    ដោោះទ្ស្យសមីការរក tan 𝑥 ជាអនរុមនន៍ន sin 𝑥 ដយើងទាញបាន 
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tan 𝑥 =  −
2

 3
±  −2  sin 𝑥 −

1

2
 

2

 /2 

សមីការមានរសឺទាល់លត sin 𝑥 = 1/2 នងិ tan 𝑥 = −1/ 3 ។ 
736.  2𝜋𝑛;  2𝜋𝑛 + 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ    
737.   2𝜋𝑛 − 𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ    
738.   2𝜋 1 + 4𝑛  𝑛 ∈ ℤ    សំរលួសមីការជា 

sin
5𝑥

4
+ cos 𝑥 = 2       (1) 

ដោយ sin(5𝑥/4) ≤ 1, cos 𝑥 ≤ 1 ដ ោះសមីការ(១) មានរសឺទាល់លត sin(5𝑥/4) = 1 នងិ 
cos 𝑥 = 1 ។ 
739.   𝜋𝑛 3 ; 2𝜋𝑛 − 𝜋/2 𝑛 ∈ ℤ   
740.   𝜋𝑛 − arctan

1

6
; 𝜋𝑛 − arctan

1

3
 𝑛 ∈ ℤ    

741.  2𝜋𝑛 −
𝜋

3
; 2𝜋𝑛 +

2𝜋

3
 ; 𝑛 ∈ ℤ  

742.   𝜋𝑛 ± 𝜋/6 𝑛 ∈ ℤ   
743.   2𝜋𝑛 + 3𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ   
744.   2𝜋𝑛 − arccos

 5−1

2
 𝑛 ∈ ℤ   

745.   2𝜋𝑛 + 𝜋 8 ; 2𝜋𝑛 − 3𝜋 8  𝑛 ∈ ℤ  
746.   𝜋𝑛

2
; 𝜋𝑛 + 𝜋 6  𝑛 ∈ ℤ  

747.   2𝜋𝑛 + 𝜋 2 ; 2𝜋𝑛 − 𝜋 6  𝑛 ∈ ℤ   
748.   2𝜋𝑛; 2𝜋𝑛 − 𝜋 2  𝑛 ∈ ℤ   
749.   2𝜋𝑛 +

3𝜋

8
; 2𝜋𝑛 + 7𝜋 8 ; 2𝜋𝑛 + 𝜋; 𝜋𝑛 + 𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ   

750.   2𝜋𝑛; 𝜋𝑛 − 𝜋/4 𝑛 ∈ ℤ   
751.   𝜋𝑛 3 +  −1 𝑛+1𝜋/8 𝑛 ∈ ℤ   
752.   𝜋𝑛 + arctan

2

3
 𝑛 ∈ ℤ   

753.   2𝜋𝑛 + 𝜋 12 ; 2𝜋𝑛 − 7𝜋 12  𝑛 ∈ ℤ   
754.   2𝜋𝑛 + 𝜋 6 ; 2𝜋𝑙 3 + 5𝜋/18 𝑛, 𝑙 ∈ ℤ  
755.   4𝜋𝑛 + 13𝜋/6 𝑛 ∈ ℤ   
756.   2𝜋𝑛 + arccos 1/3  𝑛 ∈ ℤ  
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757.   2𝜋𝑛 + arccos 1/10  𝑛 ∈ ℤ  
758.   𝜋𝑛 𝑛 ∈ ℤ   
759.   log2 𝜋𝑛 4 + 𝜋/8  𝑛 ∈ ℤ0   
760.   1;

7

12
𝜋; 𝜋𝑛 −

𝜋

12
; 𝜋𝑛 +

7

12
𝜋 𝑛 ∈ ℕ   

761. សមីការទាងំពរីមិនដូ្ គ្នន ដរ។ សមីការរមួីយមានរសឺ  𝜋𝑛 − 𝜋 4 ; 𝜋𝑛 + 𝜋 2 |𝑛 ∈ ℤ  
សមីការរពីរីមានរសឺ 𝜋𝑛 − 𝜋 4 |𝑛 ∈ ℤ  ។ 
762.    5 − 1; 2  
763. យក 𝑥 = 0 ដយើងទាញបាន 1 + 𝑏2 = cos 𝑏2  ។  ដំអាយ 𝑏 = 0 ។ ដយើងទាញបាន 

a(cos 𝑥 − 1) = cos 𝑎𝑥 − 1     (∗) 
ដបើ 𝑎 = 0 ដ ោះ (*) ពតិ្ំដ ោះទ្រប់ 𝑥 ។ ដ ោះដយើងសិកាករណី 𝑎 ≠ 0 មតង។ ដោយ(*) ពតិជានិ្ ច 
ដ ោះ យក 𝑥 = 2𝜋 ដយើងទាញបាន cos 2𝑎𝜋 = 1  ដំអាយ 2𝑎𝜋 = 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ ដដូ្នោះ 

𝑎 = 𝑘, 𝑎 ≠ 0 
យក 𝑥 =

2𝜋

𝑎
  ជំ្នសួ្ូល(*) ដយើងទាញបាន 

𝑎  cos
2𝜋

𝑎
− 1 = 0 

ដោយ 𝑎 ≠ 0 ដ ោះ cos
2𝜋

𝑎
= 1;

2𝜋

𝑎
= 2𝑚𝜋; 𝑚 ∈ ℤ ។ ដយើងទាញបាន 𝑎 =

1

𝑚
 ។ ដោយ 𝑎 ∈ ℤ ដ ោះ 

𝑎 = ±1 ។ 
ដបើ 𝑎 = 1; 𝑏 = 0 ដ ោះ cos 𝑥 − 1 = cos 𝑥 − 1   ពតិទ្រប់ 𝑥  ។ 
ដបើ 𝑎 = −1; 𝑏 = 0 ដ ោះ −cos 𝑥 + 1 = cos 𝑥 − 1   មិនពតិទ្រប់ 𝑥  ។ 
ដដូ្នោះសមីការពតិទ្រប់𝑥 ដបើ  𝑎 = 0; 𝑏 = 0  រ ឺ(𝑎 = 1; 𝑏 = 0) ។ 
 

IV. ត្រព័ន្ធសមីោរ 

764.   2𝜋𝑛 ± arccos
 57−6

3
+

13𝜋

2
; 2𝜋𝑛 ± arccos

 57−6

3
  𝑛 ∈ ℤ   

765.   𝜋𝑛 +
𝜋

2
;
𝜋

6
− 𝜋𝑛  𝑛 ∈ ℤ    

766.   2𝜋𝑛 ± arccos
𝑎

2 cos  𝜋/8 
+

𝜋

8
;
𝜋

8
− 2𝜋𝑛 ± arccos

𝑎

2 cos  𝜋/8 
  𝑛 ∈ ℤ   ្ំដ ោះ 𝑎 ∈

 −2 cos
π

8
; 2 cos

π

8
  

767.   𝜋

5
 𝑛 + 4𝑘 ±

2𝜋

15
+

 −1 𝑛

5
arcsin 2𝑎 ;

𝜋

5
 𝑛 − 6𝑘 ±

𝜋

5
+

 −1 𝑛

5
arcsin 2𝑎  𝑛, 𝑘 ∈ ℤ   

្ំដ ោះ 𝑎 ∈  −∞; 0  
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768.   𝜋  𝑛 +
𝑘

2
 +

𝜋

6
; 𝜋  −𝑛 +

𝑘

2
 +

𝜋

3
 ;  𝜋  𝑛 +

𝑘

2
 +

𝜋

3
; 𝜋  −𝑛 +

𝑘

2
 +

𝜋

6
  𝑛, 𝑘 ∈ ℤ    

769.   𝜋

4
+ 𝜋𝑛; 𝜋 2𝑛 − 𝑚 +

𝜋

4
  𝑛, 𝑚 ∈ ℤ   

770.  
 2𝜋𝑛 +

𝜋

6
; 2𝜋𝑘 +

𝜋

3
 ;  2𝜋𝑛 +

7𝜋

6
; 2𝜋𝑘 +

4𝜋

3
 ;   2𝜋𝑛 −

𝜋

6
; 2𝜋𝑘 +

2𝜋

3
 ; 

 2𝜋𝑛 +
5𝜋

6
; 2𝜋𝑘 +

5𝜋

3
  𝑛, 𝑘 ∈ ℤ 

  

771.   𝜋𝑛 −
𝜋

4
; 𝜋𝑚 +  −1 𝑚 𝜋

6
  𝑛, 𝑚 ∈ ℤ    

772.   2𝜋𝑛 ±
3𝜋

4
; 𝜋𝑚 +  −1 𝑚 𝜋

6
  𝑛, 𝑚 ∈ ℤ    

773.   2𝜋𝑛 +
𝜋

2
; 2𝜋𝑘 ± arccos −

𝑎

3
   𝑛, 𝑘 ∈ ℤ   ្ំដ ោះ 𝑎 ∈  −3; 3 ; 

   2𝜋𝑛 +
𝜋

2
; 2𝜋𝑘 ;  2𝜋𝑛 −

𝜋

2
; 𝜋 2𝑘 + 1  |𝑛, 𝑘 ∈ ℤ  ្ំដ ោះ 𝑎 = −3 

774.   
 2𝜋𝑛 ± arccos

1

𝑎
; 𝜋𝑘 − arctan 𝑎 + 2  ;

 2𝜋𝑛 ± arccos
1

𝑎+2
; 𝜋𝑘 − arctan𝑎 

 𝑛, 𝑘 ∈ ℤ  ្ំដ ោះ 𝑎 ∈  −∞; −3 ∪  1; ∞ ;  

   2𝜋𝑛 ± arccos
1

𝑎
; 𝜋𝑘 − arctan 𝑎 + 2   𝑛, 𝑘 ∈ ℤ  ្ំដ ោះ 𝑎 ∈  −3; −1 ;  

   2𝜋𝑛 ± arccos
1

𝑎+2
; 𝜋𝑘 − arctan𝑎  𝑛, 𝑘 ∈ ℤ  ្ំដ ោះ 𝑎 ∈  −1; 1  

775.    𝜋𝑘

2
+  −1 𝑘+1 𝜋

8
 ;

𝜋𝑛

5
−

1

5
arctan

1

 2
  𝑛, 𝑘 ∈ ℤ   

776. តាង 𝑎 = tan 𝑥 ; 𝑏 = tan 𝑦 ; 𝑐 = tan 𝑧 ។ ដយើងទាញបាន 

 
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑚2     1 

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 = 𝑚3     (2)
  

ក) ដបើ 𝑚 = 0 ដ ោះ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0 ដយើងទាញបាន  𝑥; 𝑦; 𝑧 =  𝑝𝜋; ℎ𝜋; 𝑘𝜋  
ស) ដបើ 𝑚 ≠ 0 ដលើកសមីការរ(ី២)ជាកាដរ ដយើងទាញបាន 

𝑚6 =  𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 2 
តាមវសិមភាពកសីុូស្ា ត ដយើងទាញបាន 

𝑚6 =  𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 2 ≤  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4  
⟹   𝑚6 ≤ 𝑚2 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4  
⟹    𝑚4 ≤ 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4         (4) 

សមីការរ(ី១)  ដំអាយ 
𝑚4 =  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 2 =  𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 2 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2  

ដហើយតាម(៤) ដយើងទាញបាន 
 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 + 2 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 ≤ 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 
⟹ 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2 ≤ 0 

⟹  
𝑎2𝑏2 = 0
𝑏2𝑐2 = 0
𝑐2𝑎2 = 0

  

⟹  𝑎 = 𝑚; 𝑏 = 𝑐 = 0 ;  𝑎 = 0; 𝑏 = 𝑚; 𝑐 = 0 ;  𝑎 = 𝑏 = 0; 𝑐 = 𝑚  
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⟹  

𝑥 = arctan𝑚 + 𝑝𝜋; 𝑦 = ℎ𝜋; 𝑧 = 𝑘𝜋
𝑥 = 𝑝𝜋; 𝑦 = arctan 𝑚 + ℎ𝜋; 𝑧 = 𝑘𝜋
𝑥 = 𝑝𝜋; 𝑦 = ℎ𝜋; 𝑧 = arctan𝑚 + 𝑘𝜋

  

ដដូ្នោះ្ំដ ោះទ្រប់ 𝑚 សមីការមាន្ំដលើយ 

 

𝑥 = arctan𝑚 + 𝑝𝜋; 𝑦 = ℎ𝜋; 𝑧 = 𝑘𝜋
𝑥 = 𝑝𝜋; 𝑦 = arctan 𝑚 + ℎ𝜋; 𝑧 = 𝑘𝜋
𝑥 = 𝑝𝜋; 𝑦 = ℎ𝜋; 𝑧 = arctan𝑚 + 𝑘𝜋

  

V. វសិមភាព 

777. ដោយ 𝜋 6 < 𝛼 < 𝜋 3  ដ ោះ 1 sin 𝛼 < 2 នងិ 1 cos 𝛼 < 2 ។ ដដូ្នោះ 

0 ≤
𝜋 sin 𝑥

4 sin 𝛼
≤

𝜋

4 sin 𝛼
<

𝜋

2
; 0 ≤

𝜋 cos 𝑥

4 cos 𝛼
≤

𝜋

4 cos 𝛼
<

𝜋

2
 

⟹   tan  
𝜋 sin 𝑥

4 sin 𝛼
 ≥ 0; tan  

𝜋 cos 𝑥

4 cos 𝛼
 ≥ 0 

ករណី 𝑥 < 𝛼 ដ ោះ cos 𝑥 > cos 𝛼  ដយើងទាញបាន 
tan  

𝜋 sin 𝑥

4 sin 𝛼
 + tan  

𝜋 cos 𝑥

4 cos 𝛼
  ≥ tan  

𝜋 cos 𝑥

4 cos 𝛼
  > tan  

𝜋 cos 𝛼

4 cos 𝛼
 = 1 

ករណី 𝑥 = 𝛼 ដយើងទាញបាន 

tan  
𝜋 sin 𝑥

4 sin 𝛼
 + tan  

𝜋 cos 𝑥

4 cos 𝛼
  = tan  

𝜋 sin 𝛼

4 sin 𝛼
 + tan  

𝜋 cos 𝛼

4 cos 𝛼
 = 2 > 1 

ករណី 𝑥 > 𝛼 ដ ោះ sin 𝑥 > sin 𝛼  ដយើងទាញបាន 

tan  
𝜋 sin 𝑥

4 sin 𝛼
 + tan  

𝜋 cos 𝑥

4 cos 𝛼
  ≥ tan  

𝜋 sin 𝑥

4 sin 𝛼
  > tan  

𝜋 sin 𝛼

4 sin 𝛼
 = 1 

778. វសិមភាពសមមូលនងឹ 
4 tan2 𝐴 tan2 𝐵 tan2 𝐶 − 4 tan2 𝐴 + tan2 𝐵 + tan2 𝐶 − 3

≤  1 + tan2 𝐴  1 + tan2 𝐵  1 + tan2 𝐶  
⟺ 4  

1

cos2 𝐴
− 1  

1

cos2 𝐵
− 1  

1

cos2 𝐶
− 1 − 4  

1

cos2 𝐴
+

1

cos2 𝐵
+

1

cos2 𝐶
− 3 − 3

≤
1

cos2 𝐴

1

cos2 𝐵

1

cos2 𝐶
 

⟺ cos2 𝐴 + cos2 𝐵 + cos2 𝐶 ≥
3

4
 

⟺
1 + cos 2𝐴

2
+

1 + cos 2𝐵

2
+ cos2 𝐶 ≥

3

4
 

⟺ 2 cos 2𝐴 + cos 2𝐵 + 4 cos2 𝐶 + 1 ≥ 0 
⟺ 4 cos 𝐴 + 𝐵 cos 𝐴 − 𝐵 + 4 cos2 𝐶 + 1 ≥ 0 
⟺ 4 cos2 𝐶 − 4 cos 𝐶 cos 𝐴 − 𝐵 + 1 ≥ 0 
⟺  2 cos 𝐶 − cos 𝐴 − 𝐵  2 + sin2 𝐴 − 𝐵 ≥ 0  
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ពតិ។ 
779. ដយើងមាន 

1 − sin
𝜋

14
= sin

3𝜋

14
− sin

𝜋

14
+ sin

5𝜋

14
− sin

3𝜋

14
+ sin

7𝜋

14
− sin

5𝜋

14
 

= 2 sin
𝜋

14
 cos

𝜋

7
+ cos

2𝜋

7
+ cos

3𝜋

7
                (1) 

⟹    
1 − sin

𝜋
14

2 sin
𝜋

14

= cos
𝜋

7
+ cos

2𝜋

7
+ cos

3𝜋

7
               (2) 

cos
𝜋

7
=

1

2
 cos

𝜋

7
+ cos

3𝜋

7
+ cos

5𝜋

7
+ cos

𝜋

7
+ cos

4𝜋

7
+ cos

2𝜋

7
  

= cos
𝜋

7
cos

2𝜋

7
+ cos

3𝜋

7
cos

2𝜋

7
+ cos

3𝜋

7
cos

𝜋

7
       (3) 

តាង 𝑥 = cos
𝜋

7
; 𝑦 = cos

2𝜋

7
, 𝑧 = cos

3𝜋

7
 ។ តាម(២) នងិ (៣) វសិមភាពអា្សរដសរជា 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 >  3(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)            (4) 
ដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 ដ ោះ (៤) អា្សរដសរជា 

 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 2 > 3 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥  
⟺  𝑥 − 𝑦 2 +  𝑦 − 𝑧 2 +  𝑧 − 𝑥 2 > 0     (5) 

ដោយ 𝑥, 𝑦, 𝑧 មានតំនលសុសគ្នន  ដ ោះវសិមភាព(៥)ពតិ។ 
780. ដោយ 𝑥𝑖 ∈  

𝜋

6
;
𝜋

2
  ដ ោះ 

1

2
≤ sin 𝑥𝑖 ≤ 1  ⟺    sin 𝑥𝑖 − 1  sin 𝑥𝑖 −

1

2
 ≤ 0;    𝑖 = 1; 2; … 2𝑛  

⟺ sin2 𝑥𝑖 −
3

2
sin 𝑥𝑖 +

1

2
≤ 0 

⟺ sin 𝑥𝑖 +
1

2 sin 𝑥𝑖
≤

3

2
 

⟹   sin 𝑥𝑖

2𝑛

𝑖=1

+
1

2
 

1

sin 𝑥𝑖

2𝑛

𝑖=1

≤
3

2
2𝑛 = 3𝑛 

តាមវសិមភាពកសីុូ ដយើងមាន 

 sin 𝑥𝑖

2𝑛

𝑖=1

+
1

2
 

1

sin 𝑥𝑖

2𝑛

𝑖=1

≥ 2  
1

2
𝑌 

ដយើងទាញបាន 𝑌 ≤
9

2
𝑛2 ។ ដយើងមាន 𝑌 = 1800; ⟹ 𝑛 ≥ 20 ។សញ្ញា ដសមើដក ើតមានទាល់លត 

sin 𝑥𝑖 = 1 រ ឺsin 𝑥𝑖 =
1

2
 នងិ  sin 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 =

1

2
 

1

sin 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1  ។ តាង 𝛼 ជា្ំននួsin 𝑥𝑖 = 1 នងិ 𝛽 ជា

្ំននួ sin 𝑥𝑖 =
1

2
 ។ ដដូ្នោះ 
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𝛼 + 𝛽 = 2𝑛; 𝛼 +
1

2
𝛽 =

1

2
𝛼 + 𝛽  ⟹ 𝛼 = 𝛽 = 𝑛 

ដដូ្នោះ 𝑛 តូ្ បំផតុដសមើ 𝑛 = 20 ។ 
781. ដយើងមាន 

tan
𝐴

4
= tan  

𝜋

4
−

𝐵 + 𝐶

4
  

⟹  tan
𝐴

4
+ tan

𝐵

4
+ tan

𝐶

4
+ tan

𝐴

4
tan

𝐵

4
+ tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
+ tan

𝐶

4
tan

𝐴

4

= 1 + tan
𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
 

តាមវសិមភាពកសីុូដយើងទាញបាន 

tan
𝐴

4
+ tan

𝐵

4
+ tan

𝐶

4
≥ 3  tan

𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4

3

 

tan
𝐴

4
tan

𝐵

4
+ tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
+ tan

𝐶

4
tan

𝐴

4
≥ 3  tan

𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
 

23

 

ដដូ្នោះ 

1 + tan
𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
≥ 3  tan

𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4

3

+ 3   tan
𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
 

23

 

តាង 𝑡 =  tan
𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4

3
> 0 ។ ដដូ្នោះ 

1 + 𝑡3 ≥ 3𝑡 + 3𝑡2 

⟹ 𝑡 ≤ 2 −  3; រ ឺ 𝑡 ≥ 2 +  3 
ដោយ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ជារង្ហា ស់មំុកនងុននទ្តដីកាណ ដ ោះ 0 < 𝑡 < 1 ដដូ្នោះ 𝑡 ≤ 2 −  3 ។ មាននយ័ថា 

tan
𝐴

4
tan

𝐵

4
tan

𝐶

4
≤  2 −  3 

3 
សញ្ញា ដសមើដក ើតមានដពល tan

𝐴

4
= tan

𝐵

4
= tan

𝐶

4
= 2 −  3  រដឺពល 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 =

𝜋

3
 ។ ដដូ្នោះតំនល

ធំបំផតុរ ឺmax 𝑇 =  2 −  3 
3។ 

782. ដយើងមាន 0 <  𝑛 + 1 𝑥 < 𝜋/2 ដដូ្នោះ 0 < 𝑛𝑥 <
𝜋

2
; 0 < 𝑥 < 𝜋/2 ។ វសិមភាពអា្

សរដសរជា 
tan 𝑛𝑥 sin 𝑥 + cos2𝑛 𝑥 > 1 

តាង 𝑓 𝑛 = tan 𝑛𝑥 sin 𝑥 + cos2𝑛 𝑥 ។ ដយើងនងឹបង្ហា ញថា 
𝑓 𝑘 + 1 > 𝑓 𝑘 , ∀𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

ដយើងមាន 𝑓 𝑘 + 1 > 𝑓 𝑘  
⟺  tan 𝑘 + 1 𝑥 sin 𝑥 + cos2 𝑘+1 𝑥 > tan 𝑘𝑥 sin 𝑥 + cos2𝑘 𝑥 
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⟺ cos2𝑘 𝑥 − cos2𝑘+2 𝑥 < sin 𝑥  tan 𝑘 + 1 𝑥 − tan 𝑘𝑥  

⟺ cos2𝑘 𝑥 sin2 𝑥 <
sin 𝑥 sin 𝑥

cos 𝑘 + 1 𝑥 cos 𝑘𝑥
 

⟺ cos2𝑘 𝑥 <
1

cos 𝑘 + 1 𝑥 cos 𝑘𝑥
 

⟺ cos2𝑘 𝑥 cos 𝑘 + 1 𝑥 cos 𝑘𝑥 < 1 
ពតិ។ ដដូ្នោះ 𝑓 𝑛 > 𝑓 𝑛 − 1 > ⋯ > 𝑓 0 = 1 ពតិ។ 
783. ដបើ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ជាមំុកនងុននទ្តដីកាណ ដ ោះ 

cot
𝐴

2
+ cot

𝐵

2
+ cot

𝐶

2
= cot

𝐴

2
cot

𝐵

2
cot

𝐶

2
; 

tan
𝐴

2
tan

𝐵

2
+ tan

𝐵

2
tan

𝐶

2
+ tan

𝐶

2
tan

𝐴

2
= 1 

វសិមភាពសមមូលនងឹ 

27  tan
𝐴

2
tan2

𝐵

2
+ tan

𝐵

2
tan2

𝐶

2
+ tan

𝐶

2
tan2

𝐴

2
 < 4  cot

𝐴

2
cot

𝐵

2
cot

𝐶

2
  

⟺ tan
𝐴

2
tan

𝐵

2
tan

𝐶

2
 tan

𝐴

2
tan2

𝐵

2
+ tan

𝐵

2
tan2

𝐶

2
+ tan

𝐶

2
tan2

𝐴

2
 <

4

27
 

តាង 𝑥 = tan
𝐵

2
tan

𝐶

2
; 𝑦 = tan

𝐶

2
tan

𝐴

2
; 𝑧 = tan

𝐴

2
tan

𝐵

2
 ។ ដដូ្នោះ 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0; 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

ដហើយវសិមភាពសមមូលនងឹ 

𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 <
4

27
      (1) 

តាង 𝑃 = 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 ។ សនមតថា 𝑥 ≥ 𝑦 > 0; 𝑥 ≥ 𝑧 > 0 ⟹ 𝑦2𝑧 ≤ 𝑥𝑦𝑧; 𝑧2𝑥 ≤ 𝑥2𝑧 ។ 
ដដូ្នោះ 

𝑃 = 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 ≤ x2𝑦 + 𝑥𝑦𝑧 +
1

2
𝑧2𝑥 +

1

2
𝑥2𝑧 

= 𝑥𝑦 𝑥 + 𝑧 +
1

2
𝑥𝑧 𝑥 + 𝑧  

= 𝑥 𝑥 + 𝑧  𝑦 +
𝑧

2
 = 4.

𝑥

2
 
𝑥 + 𝑧

2
  𝑦 +

𝑧

2
   

ដទ្បើវសិមភាពកសីុូ ្ំដ ោះត ួ𝑥
2

,  
𝑥+𝑧

2
 ,  𝑦 +

𝑧

2
  ដហើយដោយដងឹថា 𝑥

2
≠

𝑥+𝑧

2
 ដយើងទាញបាន 

𝑃 < 4  

𝑥
2 +

𝑥 + 𝑧
2 + 𝑦 +

1
2 𝑧

3
 

3

= 4  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧

3
 

3

=
4

27
 

784. តាង 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហា ស់ទ្ជ្ងុឈមនងឹមំុ 𝐴, 𝐵, 𝐶 ។ តាមទ្រសឹតីបរសីុនសុ ដយើងមាន 

sin 𝐴 =
𝑎

2𝑅
; sin 𝐵 =

𝑏

2𝑅
; sin 𝐶 =

𝑐

2𝑅
 

⟹      
𝑎2 + 𝑏2

𝑐2
= 𝑚 
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តាមទ្រសឹតីបរកសីុូនសុ ដយើងទាញបាន 
𝑎2 + 𝑏2 = 𝑚 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 cos 𝐶  

⟹  cos 𝐶 =
 𝑚 − 1 

𝑚

𝑎2 + 𝑏2

2𝑎𝑏
≥

 𝑚 − 1 

𝑚
 

⟹  sin2 𝐶 = 1 − cos2 𝐶 ≤ 1 −
 𝑚 − 1 2

𝑚2
=

2𝑚 − 1

𝑚2
 

⟹ sin 𝐶 ≤
 2𝑚 − 1

𝑚
 

សញ្ញា ដសមើដក ើតមានដពល 𝑎 = 𝑏 រ ឺ𝐴 = 𝐵។ ដដូ្នោះ max sin 𝐶 =
 2𝑚−1

𝑚
 ។ 

785. ដយើងមាន 
 𝑓 tan 2𝑥 = tan4 𝑥 + cot4 𝑥 =  tan2 𝑥 + cot2 𝑥 2 − 2 tan2 𝑥 cot2 𝑥 

=   tan 𝑥 + cot 𝑥 2 − 2 tan 𝑥 cot 𝑥 2 − 2 

=  
1

sin2 cos2 𝑥
− 2 

2

− 2 

=  
4

sin2 2𝑥
− 4 + 2 

2

− 2 

=  4
cos2 2𝑥

sin2 2𝑥
+ 2 

2

− 2 

=  
4

tan2 2𝑥
+ 2 

2

− 2 

=
16

tan4 2𝑥
+

16

tan2 2𝑥
+ 2 

តាង 𝑡 = tan 2𝑥  ⟹   𝑓 𝑡 = 16 𝑡4 + 16 𝑡2 + 2 ។ ដដូ្នោះ 

𝑓 sin 𝑥 + 𝑓 cos 𝑥 = 16  
1

sin4 𝑥
+

1

cos4 𝑥
+

1

sin2 𝑥
+

1

cos2 𝑥
 + 4 

= 16 4 + 3 cot2 𝑥 + tan2 𝑥 + cot4 𝑥 + tan4 𝑥 + 4 
តាមវសិមភាពកសីុូ ដយើងមាន 

cot2 𝑥 + tan2 𝑥 ≥ 2 
cot4 𝑥 + tan4 𝑥 ≥ 2  

សញ្ញា ដសមើដក ើតមានដពល tan2 𝑥 = 1 ។ ដដូ្នោះ 
𝑓 sin 𝑥 + 𝑓 cos 𝑥 ≥ 16 4 + 3.2 + 2 + 4 = 196 

សញ្ញា ដសមើដក ើតមានដពល 𝑥 =
𝜋

4
+ 𝑘

𝜋

2
   𝑘 ∈ ℤ  ។ 

786. ជាដំបូងដយើងបង្ហា ញថាវសិមភាព  
𝑎

𝑏
≥

𝑎 − 𝑡

𝑏 − 𝑡
         1  

ពតិ្ំដ ោះទ្រប់ 𝑎, 𝑏, 𝑡 ∈ ℝ លដល 𝑎 < 𝑏; 𝑏 > 𝑡 ≥ 0 ។ ដយើងមាន 
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𝑎

𝑏
≥

𝑎 − 𝑡

𝑏 − 𝑡
    ⟺      𝑎 𝑏 − 𝑡 ≥  𝑎 − 𝑡 𝑏 

⟺   𝑎𝑏 − 𝑎𝑡 ≥ 𝑎𝑏 − 𝑏𝑡 
⟺    𝑎𝑡 ≤ 𝑏𝑡 

⟺    0 ≤ 𝑡(𝑏 − 𝑎) 
ពតិ។ 
កនងុទ្តដីកាណ𝐴𝐵𝐶 មួយ ដបើ 𝐴 > 𝐵 > 𝐶 ដ ោះ 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 លដល 𝑎, 𝑏, 𝑐 ជារង្ហា ស់ទ្ជ្ងុឈមនងឹមំុ 
𝐴, 𝐵, 𝐶 ។ ដយើងមាន 𝑎 = 2𝑅 sin 𝐴 > 𝑏 = 2𝑅 sin 𝐵 > 𝑐 = 2𝑅 sin 𝐶 ដដូ្នោះ sin 𝐴 > sin 𝐵 >

sin 𝐶 ។  
លដនកំនត់របស់𝑦 : 

 

𝑥 − sin 𝐴

𝑥 − sin 𝐶
≥ 0

𝑥 − sin 𝐵

𝑥 − sin 𝐶
≥ 0

   ⟺  
 
𝑥 ≥ sin 𝐴
𝑥 < sin 𝐶

 

 
𝑥 ≥ sin 𝐵
𝑥 < sin 𝐶

 
   ⟺  

𝑥 ≥ sin 𝐴
𝑥 < sin 𝐶

  

្ំដ ោះ 𝑥 ≥ sin 𝐴 : 
ដទ្បើវសិមភាព(១)្ំដ ោះ 𝑡 = 𝑥 − sin 𝐴 ≥ 0 

𝑥 − sin 𝐴

𝑥 − sin 𝐶
≥

𝑥 − sin 𝐴 −  𝑥 − sin 𝐴 

𝑥 − sin 𝐶 −  𝑥 − sin 𝐴 
= 0 

𝑥 − sin 𝐵

𝑥 − sin 𝐶
≥

𝑥 − sin 𝐵 −  𝑥 − sin 𝐴 

𝑥 − sin 𝐶 −  𝑥 − sin 𝐴 
=

sin 𝐴 − sin 𝐵

sin 𝐴 − sin 𝐶
 

⟹     𝑦 ≥ 0 +  
sin 𝐴 − sin 𝐵

sin 𝐴 − sin 𝐶
− 1 

សញ្ញា ដសមើដក ើតមានដពល 𝑥 = sin 𝐴 ។ ដហើយ 

 
sin 𝐴 − sin 𝐵

sin 𝐴 − sin 𝐶
− 1 ≤ 1   ⟺

sin 𝐴 − sin 𝐵

sin 𝐴 − sin 𝐶
≤ 4 

⟺   sin 𝐴 − sin 𝐵 ≤ 4 sin 𝐴 − 4 sin 𝐶 
⟺ 0 ≤ 3 sin 𝐴 + sin 𝐵 − 4 sin 𝐶 
⟺ 0 ≤ 3  sin 𝐴 − sin 𝐵 +  sin 𝐵 − sin 𝐶  

ពតិ។ 
្ំដ ោះ 𝑥 < sin 𝐶: ដយើងមាន 

𝑦 >  1 +  1 − 1 = 1 
ដដូ្នោះ min 𝑦 =  

sin 𝐴−sin 𝐵

sin 𝐴−sin 𝐶
− 1 ដពល 𝑥 = sin 𝐴 ។ 
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VI. វសិមីោរ 

787.  𝜋

3
+ 2𝜋𝑛;

2𝜋

3
+ 2𝜋𝑛 ; 𝑛 ∈ ℤ ; 

788.  2𝜋𝑛 − 2𝜋 3 ; 2𝜋𝑛 + 2𝜋/3 ; 𝑛 ∈ ℤ; 
789.  𝜋𝑛 − arctan 2 ; 𝜋𝑛 + 𝜋/3 ; 𝑛 ∈ ℤ; 
790.  𝜋𝑛; 𝜋𝑛 + 𝜋/2 ∪  𝜋𝑛 + 3𝜋 4 ; 𝜋(𝑛 + 1) ; 𝑛 ∈ ℤ 
791.  – 𝜋 4 + 2𝜋𝑛; 𝜋 6 + 2𝜋𝑛 ∪  5𝜋 6 + 2𝜋𝑛; 5𝜋 4 + 2𝜋𝑛 ; 𝑛 ∈ ℤ 
792.  2𝑛 −

1

8
; 2𝑛 + 7/8 ; 𝑛 ∈ ℤ 

793.  𝜋𝑛

2
+

5𝜋

24
;
𝜋(𝑛+1)

2
+

𝜋

24
 ; 𝑛 ∈ ℤ  cos3 𝑥 sin 3𝑥 + cos 3𝑥 sin3 𝑥 =

3

4
sin 4𝑥 

794.  𝜋

2
+ 𝜋𝑛 ∪  𝜋𝑛 −

𝜋

4
; 𝜋𝑛 − 𝜋/6 ∪  𝜋𝑛 +

𝜋

6
; 𝜋𝑛 + 𝜋/4 ; 𝑛 ∈ ℤ  

cos 𝑥 cos 2𝑥 cos 3𝑥 = cos 2𝑥
cos 2𝑥+cos 4𝑥

2
=

cos 2𝑥 2 cos 2 2𝑥+cos 2𝑥−1 

2
 

795.  ℝ ∖  
3𝜋

4
+

3𝜋𝑛

2
 ; 𝑛 ∈ ℤ  

796.  − 𝜋

8
+

𝜋𝑛

2
;
𝜋

8
+

𝜋𝑛

2
 ; 𝑛 ∈ ℤ   sin6 𝑥 + cos6 𝑥 =  

1−cos 2𝑥

2
 

2
+  

1+cos 2𝑥

2
 

2
=

5

8
+

3

8
cos 4𝑥 

797.  𝜋𝑛 +
1

2
arccos

1

3
; 𝜋 𝑛 + 1 −

1

2
arccos

1

3
 ; 𝑛 ∈ ℤ   8 sin6 𝑥 − cos6 𝑥 =  2 sin2 𝑥 −

cos2 𝑥  4 sin4 𝑥 + 2 sin2 𝑥 . cos2 𝑥 + cos4 𝑥  ប ទ ប់មកដរៀត 
4 sin4 𝑥 + 2 sin2 𝑥 . cos2 𝑥 + cos4 𝑥 > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

798.  𝜋𝑛 −
𝜋

4
; 𝜋𝑛 −

𝜋

6
 ∪  𝜋𝑛 +

𝜋

6
; 𝜋𝑛 +

𝜋

4
 ; 𝑛 ∈ ℤ  

799.  2𝜋𝑛 −
𝜋

4
+ arcsin

2 2

3
; 2𝜋𝑛 +

3𝜋

4
− arcsin

2 2

3
 ∪  𝜋 2𝑛 + 1 ; 2𝜋𝑛 +

3𝜋

2
 ; 𝑛 ∈ ℤ  

តាង sin 𝑥 + cos 𝑥 = 𝑦 
800.  arctan  2 − 1 ;

𝜋

4
 ∪  𝜋 + arctan  2 − 1 ;

5𝜋

4
  

801.  𝜋𝑛 + arcsin
 5−1

2
; 𝜋 𝑛 + 1 − arcsin

 5−1

2
 ; 𝑛 ∈ ℤ 

802.  2𝜋𝑛 − 7𝜋 6 ; 2𝜋𝑛 + 𝜋 6  ; 𝑛 ∈ ℤ 
803.  𝜋 4 + 𝜋𝑛; 𝜋 2 + 𝜋𝑛 ; 𝑛 ∈ ℤ 
804.  𝑛 + 1 4 ; 𝑛 + 3/4 ; 𝑛 ∈ ℤ 
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VII. ត្រព័ន្ធវសិមីោរ 

805.  ដោយ 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋/4 ដ ោះ cos 𝑥 ≠ 0 ។ ល្កសមីការរមួីយនងឹ cos3 𝑥 នងិតាង 
tan 𝑥 = 𝑡 ដយើងទាញបាន 

 4 − 6𝑚 𝑡3 + 3 2𝑚 − 1 𝑡 𝑡2 + 1 + 2 𝑚 − 2 𝑡2 −  4𝑚 − 3  𝑡2 + 1 = 0 
 4 − 6𝑚 𝑡3 +  6𝑚 − 3 𝑡3 +  6𝑚 − 3 𝑡 +  2𝑚 − 4 𝑡2 −  4𝑚 − 3 𝑡2 − 4𝑚 + 3 = 0 

𝑡3 −  1 + 2𝑚 𝑡2 + 3 2𝑚 − 1 𝑡 − 4𝑚 + 3 = 0 
 𝑡 − 1  𝑡2 − 2𝑚𝑡 + 4𝑚 − 3 = 0 

 ដយើងទាញបាន 𝑡 = 1 លដលទ្តវូនងឹ 𝑥 =
𝜋

4
 ជារសឺមួយននទ្បពន័ ធ។ ដដូ្នោះទ្បពន័ ធមានរសឺលតមួយរត់ដបើ 

លកខសណឌ មួយកនងុ្ំដ មលកខសណឌ ខាងដទ្កាមទ្តវូបានបំដពញ 
១) សមីការ𝑡2 − 2𝑚𝑡 + 4𝑚 − 3 = 0 មាន Δ = 𝑚2 − 4𝑚 + 3 < 0 ⟹ 1 < 𝑚 < 3  
២) សមីការ𝑡2 − 2𝑚𝑡 + 4𝑚 − 3 = 0 មានរសឺមួយរត់ដសមើ 1 ។ ដដូ្នោះ 1 − 2𝑚 + 4𝑚 − 3 =

0; 𝑚 = 1។ ដបើ 𝑚 = 1 ដ ោះ Δ = 0 សមីការមានរសឺមួយរត់។ 
៣) សមីការ𝑡2 − 2𝑚𝑡 + 4𝑚 − 3 = 0 មានរសឺ 𝑡1 ≤ 𝑡2 < 0 ដដូ្នោះ 

Δ > 0; 𝑡1𝑡2 = 4𝑚 − 3 > 0; 𝑆 = 𝑡1 + 𝑡2 = 2𝑚 < 0 
វសិមីការដនោះគ្នម នរសឺ។ 
ដដូ្នោះដដើមបដីអាយទ្បពន័ ធមានរសឺមួយរត់ 1 ≤ 𝑚 < 3 ។ 
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៤. ពហុធា 

 

 គណ្នា 

806.  លក្ខខណ្ឌ ដែលអោយសមមូលនងឹ  
𝑃 𝑥𝑦 = 𝑃 𝑥 . 𝑃 𝑦 ;  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ                 (1) 

ក្នងុ (1) អយើងយក្ 𝑥 = 𝑦 = 0 អយើងទាញបាន 
𝑃 0 = 𝑃2 0  

ែអូ្នេះ 𝑃 0 = 1 រ ឺ𝑃 0 = 0 ។  
១) អ ើ 𝑃 0 = 1 អ េះ ក្នងុ(1) យក្ 𝑦 = 0 អយើងទាញបាន 𝑃 0 = 𝑃 𝑥 . 𝑃(0) អ េះ 

𝑃 𝑥 = 1; ∀𝑥 ∈ ℝ 
២) អ ើ 𝑃 0 = 0 អ េះ 𝑃 𝑥 = 𝑥𝑄 𝑥  ដែល 𝑄 𝑥  ជាពហុធាមានែអឺរក្ទា ជាង 𝑃 𝑥  មួយឯក្តា
។ លក្ខខណ្ឌ (1) អៅជា 

𝑥𝑦𝑄 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑄 𝑥 . 𝑄 𝑦 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 
អ េះ 𝑄 𝑥𝑦 = 𝑄 𝑥 . 𝑄 𝑦 ;  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ។  ែអូ្នេះអយើងទាញបាន 𝑄 𝑥 = 1 រ ឺ𝑄 𝑥 = 𝑥 𝑄1 𝑥  
ដែល 𝑄1 𝑥  ជាពហុធាមានែអឺរក្ទា ជាង 𝑄 𝑥  មួយឯក្តា។ ែអូ្នេះជាសរ ុអយើងទាញបាន 

𝑃 𝑥 = 1; ∀𝑥 ∈ ℝ 
𝑃 𝑥 = 𝑥𝑛 ;   ∀𝑥 ∈ ℝ 

ដែល 𝑛 ជា្ំននួគត់វជិ្ ជមាន។ 
807.  អោយែងឹថា 2𝑥 + 1 =  𝑥 + 1 2 − 𝑥2 អ េះលក្ខខណ្ឌ ដែលអោយសមមូលនងឹ 

𝑃 𝑥 + 1 −  𝑥 + 1 2 = 𝑃 𝑥 − 𝑥2 
តាង 𝑄 𝑥 = 𝑃 𝑥 − 𝑥2 ។ ែអូ្នេះ 𝑄 𝑥 = 𝑄 𝑥 + 1 = ⋯ = 𝑄 𝑥 + 𝑛 = ⋯ ។ ែអូ្នេះ 
𝑄 0 = 𝑄 1 = ⋯ = 𝑄 𝑛 = ⋯ ។ អយើងទាញបាន 𝑄 𝑥 − 𝑄 0 ≡ 0 ្ំអ េះ 𝑥 = 0, 𝑥 =

1, … , 𝑥 = 𝑛, … ។ ែអូ្នេះ 𝑄 𝑥 − 𝑄 0 ≡ 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ។ អយើងទាញបាន 
𝑃 𝑥 = 𝑥2 + 𝐶 

ដែល 𝐶 = 𝑄 0 = 𝑃 0  ។ ជំ្នសួទំ ក់្ទំនងដែលបាន្ូលលក្ខខណ្ឌ អែើម អយើងទាញបាន 
 𝑥 + 1 2 + 𝐶 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝐶 
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ពតិ្ំអ េះរគ ់ 𝐶 ។ ែអូ្នេះ 
𝑃 𝑥 = 𝑥2 + 𝐶 

ដែល 𝐶 ជា្ំននួអេរណាមួយ។ 
808.  អយើងមាន 

𝑃  𝑥 + 1 2 −  𝑥 + 1 2 = 𝑃 𝑥2 − 𝑥2 
តាង 𝑄 𝑡 = 𝑃 𝑡 − 𝑡 ។ អយើងទាញបាន 𝑄 0 = 𝑄 1 = ⋯ = 𝑄 𝑛2 = ⋯ ។ ែអូ្នេះ 
𝑄 𝑥 = 𝑄(0) ។ អយើងទាញបាន 𝑃 𝑥 = 𝑥 + 𝐶 ដែល 𝐶 = 𝑄 0 = 𝑃 0  ។ ជំ្នសួ្ូលលក្ខខណ្ឌ
អែើម អយើងទាញបាន 𝑃 𝑥 = 𝑥 + 𝐶 ដែល𝐶 ជា្ំននួអេរណាមួយ។ 
809.  ពហុធា 𝑓 𝑥 − 5 មានរសឺជា្ំននួគត់ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ។ ែអូ្នេះ  

𝑓 𝑥 − 5 =  𝑥 − 𝑎  𝑥 − 𝑏  𝑥 − 𝑐  𝑥 − 𝑑 𝑔 𝑥  
ដែល 𝑔 𝑥 = 𝑥𝑚 + 𝑏1𝑥

𝑚−1 + ⋯ + 𝑏𝑚  នងិ 𝑏1 , 𝑏2 , … , 𝑏𝑚  ជា្ំននួគត់។ សមីការ 𝑓 𝑥 = 8 
សមមូលនងឹ 

 𝑥 − 𝑎  𝑥 − 𝑏  𝑥 − 𝑐  𝑥 − 𝑑 𝑔 𝑥 = 3 
 ែអូ្នេះ ីក្នងុ្ំអ ម្ំននួគត់ ួន 𝑥 − 𝑎, 𝑥 − 𝑏, 𝑥 − 𝑐, 𝑥 − 𝑑 អសមើ 1 រ ឺ−1។ ែអូ្នេះរតវូមានពរីដែល
អសមើគ្នន  ដែលក្រណី្អនេះមិនោ្ អរ េះ្ំននួទាងំ ួនខុស។  
810.  តាង 𝑃 𝑋 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋

2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑋𝑛  អោយ 𝑎𝑖 ≥ 0 ្ំអ េះ 𝑖 < 𝑛 នងិ 𝑎𝑛 > 0 
។ អយើងមាន 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 > 0 ។  
តាង 𝑥𝑛+1 = 𝑥1 ។ 
អ ើ 𝑛 = 1 អយើងទាញបាន  𝑃 1  2 = 1.  𝑃 1  2 ពតិ។ 
អ ើ 𝑛 ≥ 2 អយើងមាន 

𝑃2 𝑋 =  𝑎𝑖
2𝑋2𝑖

𝑛

𝑖=0

+ 2  𝑎𝑖𝑎𝑗𝑋
𝑖+𝑗

𝑖<𝑗

 

្ំអ េះ 𝑝 ∈ ℕ∗ តាង 

𝑆𝑝 =
1

𝑛
  

𝑥𝑘+1

𝑥𝑘
 
𝑝

𝑛

𝑘=1

 

តាមវសិមភាពក្សីុូ 

𝑆𝑝 ≥    
𝑥𝑘+1

𝑥𝑘
 
𝑝

𝑛

𝑘=1

 

1
𝑛

= 1 

ដតថា 
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1

𝑛
 𝑃2  

𝑥𝑘+1

𝑥𝑘
 

𝑛

𝑘=1

=  𝑎𝑖
2𝑆2𝑖

𝑛

𝑖=0

+ 2  𝑎𝑖𝑎𝑗𝑆𝑖+𝑗

𝑖<𝑗

≥   𝑎𝑖
2

𝑛

𝑖=0

+ 2  𝑎𝑖𝑎𝑗

𝑖<𝑗

= 𝑃2 1  

⟹    𝑃2  
𝑥𝑘+1

𝑥𝑘
 

𝑛

𝑘=1

≥ 𝑛𝑃2 1  

អសមើគ្នន  លុេះរតាដត 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛  ។ 
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៥. សមីការអនគុមន៍ 

 

 គណ្នា  

811.  តាមលក្ខខណ្ឌ ទ១ីយ ើងទាញបាន  
𝑓 𝑓 𝑓 𝑥 + 1  = 𝑓 1 − 𝑥  

តាមលក្ខខណ្ឌ ទ២ី យ ើងទាញបាន 
𝑓 𝑥 + 1 = 𝑓 1 − 𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ               (1) 

ជំនសួ 𝑡 = 1 − 𝑥 យ ើងទាញបាន 
𝑓 1 − 𝑡 + 1 = 𝑓 𝑡  

ដយូចនេះ 𝑓 1 − 𝑥 + 1 = 𝑓 𝑥 , ∀𝑥 ∈ ℝ  ជំនសួចូល(1) យ ើងទាញបានថា គ្មា នអនគុមនណ៍ាយផទៀងផ្ទទ ត់
លក្ខខណ្ឌ យទ។ 
812.  យ ើងមាន 𝑓 1 + 𝑓 2 = 4𝑓 2   ⟹ 𝑓 2 =

𝑓 1 

3
=

2

3
    (1) ។ ចំយ េះ 𝑛 ≥ 3 យ ើង

មាន 

 
𝑓 1 + 𝑓 2 + ⋯ + 𝑓 𝑛 − 1 + 𝑓 𝑛 = 𝑛2𝑓 𝑛 

𝑓 1 + 𝑓 2 + ⋯ + 𝑓 𝑛 − 1 =  𝑛 − 1 2𝑓 𝑛 − 1 
  

យ ើងទាញបាន         𝑓 𝑛 = 𝑛2𝑓 𝑛 −  𝑛 − 1 2𝑓 𝑛 − 1  

⟹          𝑓 𝑛 =
𝑛 − 1

𝑛 + 1
𝑓 𝑛 − 1  

ដយូចនេះចំយ េះ 𝑛 ≥ 3  យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑛 =
 𝑛 − 1  𝑛 − 2 … 2

 𝑛 + 1 𝑛 … 4
𝑓 2 =

6

𝑛 𝑛 + 1 
𝑓 2 =

4

𝑛 𝑛 + 1 
 

813.  យ ើងនងឹបង្ហា ញថា 𝑓 𝑥 = 0 ជាចំយលើ តតមួ គត់។ សនាតថាចំយោទមានចំយលើ  
𝑓 𝑥 ≠ 0 ។ ដយូចនេះមានចំននួ 𝑎 ∈ ℝ តដល 𝑓 𝑎 = 𝑏 ≠ 0 ។ យ ើង ក្ 𝑦 = 𝑎 យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑥𝑏 = 𝑥𝑛𝑓 𝑏  
តាង 𝑡 = 𝑥𝑏 ។ យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑡 =
𝑓 𝑏 

𝑏𝑛
𝑡𝑛 = 𝐶𝑡𝑛  
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តដល 𝐶 ជាចំននួយេរ។ ជំនសួ 𝑓 𝑥 = 𝐶𝑥𝑛  ចូលក្នងុលក្ខខណ្ឌ  យ ើងទាញបាន 𝐶 = 0 ដយូចនេះ 
𝑓 𝑥 = 0 ។ 
814.  លក្ខខណ្ឌ  𝑎𝑓 𝑥2 + 𝑦𝑧 + 𝑏𝑓 𝑦2 + 𝑧𝑥 + 𝑐𝑓 𝑧2 + 𝑥𝑦 = 0 (1) មានលក្ខណ្ៈឆ្េុះយ ៀប
នងឹ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ។ ដយូចនេះយោ សារលក្ខណ្ៈយនេះ នងិយោ សារ 𝑎, 𝑏, 𝑐 មិនសូនយទាងំបីព្ពមគ្មន  យ ើងអាច
សនាតថា 𝑎 ≠ 0 ។ 
 ក្ 𝑦 = 𝑧 = 0 យ ើងបាន 𝑎𝑓 𝑥2 +  𝑏 + 𝑐 𝑓 0 = 0  ⟹ 𝑓 𝑥2 = −

 𝑏+𝑐 𝑓(0)

𝑎
 ចំយ េះព្គប់ 𝑥  

។ 
 ក្ 𝑥 = 0, 𝑧 = 1 យ ើងបាន 𝑎𝑓 𝑦 + 𝑏𝑓 𝑦2 + 𝑐𝑓 0 = 0 ។ ដយូចនេះ 

𝑓 𝑦 = −
𝑏𝑓 𝑦2 + 𝑐𝑓 0 

𝑎
= −

−
𝑏 + 𝑐

𝑎 𝑓 0 + 𝑐𝑓 0 

𝑎
=

𝑏2 + 𝑏𝑐 − 𝑎𝑐

𝑎2
. 𝑓 0  

ចំយ េះព្គប់ 𝑦 ∈ ℝ 
ដយូចនេះ 𝑓 ជាអនគុមនយ៍េរយលើ ℝ ។ តាង 𝑓 𝑥 = 𝐾 ។ ជំនសួចូលក្នងុ(1)  យ ើងទាញបាន 

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 𝐾 = 0 
យបើ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ≠ 0 យោេះ 𝐾 = 0 ដយូចនេះ 𝑓 𝑥 ≡ 0 ។ 
យបើ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 យោេះ 𝐾 ជាចំននួយេរណាមួ ក្ប៏ាន។ 
815.   ក្ 𝑦 = 1 យ ើងទាញបាន 𝑓 𝑥𝑓 1  = 𝑥𝑝  ។ 𝑓 1 មិនអាចយសាើសូនយបានយទ យព្ េះយបើយសាើ
សូនយ យោេះ 𝑓 0 = 𝑥𝑝  ចំយ េះព្គប់ 𝑥 មិនអាច។ តាង 𝑐 = 𝑓 1  ដយូចនេះ 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑝/𝑐𝑝  ។ ដយូចនេះ 

𝑥𝑝𝑦𝑞 = 𝑓 𝑥𝑓 𝑦  =
 𝑥𝑓 𝑦  𝑝

𝑐𝑝
=

𝑥𝑝𝑦𝑝2

𝑐𝑝+𝑝2  
ពតិចំយ េះព្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ។ ដយូចនេះ 𝑐 = 1 នងិ 𝑞 = 𝑝2។ យបើ 𝑞 = 𝑝2 យោេះយ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑥𝑓 𝑦  = 𝑥𝑝 𝑓 𝑦  𝑝 = 𝑥𝑝𝑦𝑝2
= 𝑥𝑝𝑦𝑞 

ចំយ េះព្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ ។ 
816.  ពលីក្ខខណ្ឌ ទមួី  ចំយ េះព្គប់ 𝑚 ∈ ℤ នងិ 𝑘 ∈ ℕ យ ើងមាន 

 
𝑓 𝑚 + 𝑘. 19 ≥ 𝑓 𝑚 + 𝑘. 19

𝑓 𝑚 − 𝑘. 19 ≤ 𝑓 𝑚 − 𝑘. 19
  

ពលីក្ខខណ្ឌ ទពីរី ចំយ េះព្គប់ 𝑚 ∈ ℤ នងិ 𝑘 ∈ ℕ យ ើងមាន 
 
𝑓 𝑚 + 𝑘. 99 ≤ 𝑓 𝑚 + 𝑘. 99

𝑓 𝑚 − 𝑘. 99 ≥ 𝑓 𝑚 − 𝑘. 99
  

សមីការ 1 = 19𝑥 + 99𝑦 មានរសឺ 𝑥 = −26 + 99𝑡; 𝑦 = 5 − 19𝑡, 𝑡 ∈ ℤ ។ ចំយ េះ 𝑡 = 0; 1 យ ើង
ទាញបាន  𝑥; 𝑦 =   −26; 5 ; (73; −14)  ។ 
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ចំយ េះព្គប់ 𝑚 ∈ ℤ យ ើងមាន 
𝑓 𝑚 + 1 = 𝑓 𝑚 − 19.26 + 99.5 ≤ 𝑓 𝑚 + 99.5 − 19.26 ≤ 𝑓 𝑚 + 99.5 − 19.26

= 𝑓 𝑚 + 1 
𝑓 𝑚 + 1 = 𝑓 𝑚 + 73.19 − 14.99 ≥ 𝑓 𝑚 − 14.99 + 19.73 ≥ 𝑓 𝑚 − 14.99 + 19.73

= 𝑓 𝑚 + 1 
ដយូចនេះ 𝑓 𝑚 + 1 = 𝑓 𝑚 + 1 ចំយ េះ 𝑚 ∈ ℤ ។ ដយូចនេះ 𝑓 𝑚 + 𝑛 = 𝑓 𝑚 + 𝑛 ចំយ េះព្គប់ 
𝑚, 𝑛 ∈ ℤ ។  ក្ 𝑚 = 0 យ ើងទាញបាន 𝑓 𝑛 = 𝑓 0 + 𝑛។ តាង 𝑎 = 𝑓 0  ។ ដយូចនេះ 
𝑓 𝑛 = 𝑎 + 𝑛 ។ ជំនសួចូលក្នងុលក្ខខណ្ឌ យដើមយ ើងទាញបាន 𝑓 𝑛 = 𝑛 + 𝑎 យផទៀងផ្ទទ ត់ចំយ េះព្គប់ 
𝑎 ∈ ℤ ។ 
817.  យអា  𝑥 = 𝑦 = 0 យ ើងទាញបាន 𝑓 0 = 0 ។ យអា  𝑦 = 0 យ ើងទាញបាន 
𝑥𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑥  ⟹ 𝑓 𝑥 = 0 រ ឹ𝑓 𝑥 = 𝑥 ។ យ ើងយឃើញថា 𝑓 𝑥 = 0 ចំយ េះព្គប់ 𝑥 ∈ ℝ រ ឺ
𝑓 𝑥 = 𝑥 ចំយ េះព្គប់ 𝑥 ∈ ℝ សុទធតតយផទៀងផ្ទទ ត់លក្ខខណ្ឌ តដលយអា ។ បោទ ប់មក្យទៀតយ ើងបង្ហា ញ
ថា បនសនំនអនគុមនទ៍ាងំពរីមិនយផទៀងផ្ទទ ត់យទ មានន ័ថា អនគុមន ៍ 

𝑓 𝑥 =  
0; 𝑥 ∈ 𝐷1

𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷2

  
តដល 𝐷1 ∪ 𝐷2 = ℝ មិនយផទៀងផ្ទទ ត់លក្ខខណ្ឌ យទ។ ឧបមាផទ ុពយីនេះថា មាន 𝑥1 ∈ 𝐷1; 𝑥2 ∈ 𝐷2 តដល 
𝑓 𝑥1 = 0 នងិ 𝑓 𝑥2 = 𝑥2 ។ ចំយ េះ 𝑥1 ∈ 𝐷1 តដល 𝑥1 ≠ 0 យគអាចរក្បាន យមគណុ្ 𝑎 មួ តដល 
𝑎𝑥1 = 𝑥2 គ ឺ𝑎 = 𝑥2/𝑥1។ 
ជំនសួ𝑦 យោ  𝑥 នងិ 𝑥 យោ  𝑦 យ ើងទាញបាន   

𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑦𝑓 𝑦 − 𝑥 = 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑓 𝑥 − 𝑦  
 𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑥 + 𝑦 =  𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑥 − 𝑦   

ពតិចំយ េះព្គប់ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ។ ដយូចនេះ 
𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 − 𝑦  

តាង 𝑡 = 𝑥 − 𝑦; ⟹ 𝑥 = 𝑡 + 𝑦 ដយូចនេះ 𝑓 𝑡 + 2𝑦 = 𝑓 𝑡  ចំយ េះព្គប់ 𝑡, 𝑦 ∈ ℝ ។  ក្ 𝑦 = 𝑏𝑡 ។ 
ដយូចនេះ 𝑓  1 + 2𝑏 𝑡 = 𝑓 𝑡  ។ តាង 𝐾 = 1 + 2𝑏 យោេះ  

𝑓 𝐾𝑡 = 𝑓(𝑡) 
ចំយ េះព្គប់ 𝐾, 𝑡 ∈ ℝ ។ 
ដយូចនេះ យោ  ក្ 𝐾 = 𝑎;  𝑓 𝑎𝑥1 = 𝑓 𝑥1  ⟹ 𝑎𝑥1 = 0 អាចតតក្រណី្ 𝑎𝑥1 = 𝑥2 = 0 មួ 
ប ុយណាណ េះ។ ដយូចនេះ  

𝑓 𝑥 = 0 ចំយ េះព្គប់ 𝑥 ∈ ℝ រ ឺ𝑓 𝑥 = 𝑥 ចំយ េះព្គប់ 𝑥 ∈ ℝ 
818.  យអា 𝑥 = 𝑦 យ ើងទាញបាន 𝑓 0 = 0 ។ យអា  𝑦 = 1 យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑥 + 1  𝑓 𝑥 − 1 = 𝑓 𝑥 − 1  𝑓 𝑥 + 1           1  
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យអា  𝑥 = 2 យ ើងទាញបាន 𝑓 3  𝑓 2 − 1 = 𝑓 2 + 1 ។ យោ  𝑓 2 ≠ 1 យោេះ  

𝑓 3 =
𝑓 2 + 1

𝑓 2 − 1
= 1 +

2

𝑓 2 − 1
 

យោ  𝑓 2 , 𝑓(3) ជាចំននួគត់ យោេះ 𝑓 2 − 1 ព្តវូតតជាតតួចក្នន 2 ។ ដយូចនេះ 
𝑓 2 − 1 = 2 យោេះ 𝑓 2 = 3; 𝑓 3 = 2 
𝑓 2 − 1 = 1 យោេះ 𝑓 2 = 2; 𝑓 3 = 3 
𝑓 2 − 1 = −1 យោេះ 𝑓 2 = 0; 𝑓 3 = −1 
𝑓 2 − 1 = −2 យោេះ 𝑓 2 = −1; 𝑓 3 = 0 
1) ក្រណី្ 𝑓 2 = 3; 𝑓 3 = 2 
ក្នងុ(១) ជំនសួ 𝑥 = 3 យ ើងទាញបាន 𝑓 4 = 9 ។ ជំនសួ 𝑥 = 4 យ ើងទាញបាន 𝑓 5 =

5

2
  មិន

 ក្។ 
 2) ក្រណី្ 𝑓 2 = 2; 𝑓 3 = 3 ។ តាមវចិារយោ កំ្យន ើន យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑛 = 𝑛, ∀𝑛 ∈  ℤ 
 3) ក្រណី្ 𝑓 2 = 0; 𝑓 3 = −1 ។ តាមវចិារយោ កំ្យន ើន យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑛 =  
0, 𝑛 = 2𝑘    
1,       𝑛 = 4𝑘 + 1
−1,      𝑛 = 4𝑘 − 1

   (𝑘 ∈ ℤ) 

 4) ក្រណី្ 𝑓 2 = −1; 𝑓 3 = 0 ។ តាមវចិារយោ កំ្យន ើន យ ើងទាញបាន 

𝑓 𝑛 =  
0, 𝑛 = 3𝑘    
1,       𝑛 = 3𝑘 + 1
−1,      𝑛 = 3𝑘 − 1

   (𝑘 ∈ ℤ) 

819.  យ ើងមាន 𝑓 1 = 1; 𝑓 2 = 2 ។ សនាតថា 𝑓 𝑘 = 𝑘 ចំយ េះ 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 ។ យ ើងនងឹ
បង្ហា ញថា 𝑓 𝑛 + 1 = 𝑛 + 1 ។ 
យបើ 𝑛 + 1 = 2𝑗 យោេះ 1 ≤ 𝑗 < 𝑛 យ ើ  

𝑓 𝑛 + 1 = 𝑓 2𝑗 = 𝑓 2 𝑓 𝑗 = 2𝑗 = 𝑛 + 1 
យបើ 𝑛 + 1 = 2𝑗 + 1 យោេះ 1 ≤ 𝑗 < 𝑛 យ ើ  

2𝑗 = 𝑓 2𝑗 < 𝑓 2𝑗 + 1 < 𝑓 2𝑗 + 2 = 𝑓 2 𝑓 𝑗 + 1 = 2𝑗 + 2 
ដយូចនេះ   2𝑗 < 𝑓 2𝑗 + 1 < 2𝑗 + 2 ។ យោ  𝑓(2𝑗 + 1) ជាចំននួគត់ យោេះ 𝑓 2𝑗 + 1 =

2𝑗 + 1 = 𝑛 + 1 ។ 
820.   ក្ 𝑥 = 𝑦 យ ើងទាញបាន 0 < 2𝑓2 𝑥2 ≤ 2𝑓 𝑥 𝑓(𝑥3) ដយូចនេះ 𝑓 𝑥  នងិ 𝑓 𝑥3  មាន
សញ្ញា ដចូគ្មន  ចំយ េះព្គប់ 𝑥 ∈ ℝ ។  
 ក្ 𝑥 = 0 យ ើងទាញបាន  
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0 < 2𝑓2 0 ≤ 𝑓 0 𝑓 𝑦3 + 𝑓 0 𝑓 𝑦  
𝑓 0  2𝑓 0 − 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑦3  ≤ 0 

យ ើងទាញបាន 
១) យបើ 𝑓 0 < 0 យោេះ 0 > 2𝑓 0 ≥ 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑦3  យ ើ យោ  𝑓 𝑦  នងិ 𝑓 𝑦3  មានសញ្ញា ដចូ
គ្មន ចំយ េះព្គប់ 𝑥 ∈ ℝ យោេះ 𝑓 𝑦 < 0 ចំយ េះព្គប់ 𝑦 ∈ ℝ ។ ផទ ុពសីមាតកិ្មាតដល 𝑓 1999 > 0 ។ 
២) យបើ 𝑓 0 > 0  យោេះ 0 < 2𝑓 0 ≤ 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑦3 ; ∀ 𝑦 ∈ ℝ ។ ដយូចនេះ 𝑓 𝑦 > 0 ; ∀𝑦 ∈ ℝ ។ 
ដយូចនេះ 𝑓 2000 > 0 ។ 
៣) យបើ 𝑓 0 = 0  យោេះ តាង 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑛𝑔 𝑥  តដល 𝑔 0 ≠ 0 ។ យោ  𝑓 𝑥  នងិ 𝑓 𝑥3  មាន
សញ្ញា ដចូគ្មន  យោេះ 𝑥𝑛𝑔 𝑥  នងិ  𝑥𝑛 3𝑔 𝑥3   មានសញ្ញា ដចូគ្មន ។ យោ  𝑥𝑛  នងិ  𝑥𝑛 3 មានសញ្ញា ដចូ
គ្មន  យោេះ 𝑔 𝑥  នងិ 𝑔 𝑥3  ក្ព៏្តវូតតមានសញ្ញា ដចូគ្មន តដរ។ យ ើងមាន 

0 < 2𝑥4𝑛𝑔2 𝑥2 ≤ 2𝑥𝑛𝑔 𝑥 𝑥3𝑛𝑔 𝑥3 = 2𝑥4𝑛𝑔 𝑥 𝑔 𝑥3 ; ∀𝑥 ∈ ℝ 
ដយូចនេះ អាច 𝑔 𝑥 > 0; ∀𝑥 ∈ ℝ រ ឺ𝑔 𝑥 < 0; ∀𝑥 ∈ ℝ។ តតយោ  𝑓 1999 > 0 យោេះ 
𝑔 𝑥 > 0; ∀𝑥 ∈ ℝ ។ 
 
ដយូចនេះ 𝑓 2000 = 2000𝑛𝑔 2000 > 0 ។ 
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